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Determination of Value at Risk via Extreme Value
Theory

Stanoveni Value at Risk s vyuzitim teorie
extrémnich hodnot
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Abstract

Risk management is currently one of the most important activities of financial companies. The
aim of the paper is determination of Value at Risk and Expected Shortfall of motor hull
insurance portfolio, under assumption of traditional distribution and via the Extreme Value
Theory within Solvency II, ie. that the VaR is estimated at 99, 5% confidence level and over one
year risk horizon. The first part of the paper is devoted to the Value at Risk and Expected
Shortfall description. Then we are described Extreme Value Theory and its version of the Peak
Over Threshold. Next part of the paper deals with the application of the given methodology of
VaR for a database of insurance claims. The results obtained show that the Extreme Value
Theory is very important for determining the risk in comparison with traditional distribution
assuming empirical data show a right fat tail of the distribution.
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1 Uvod

Value at Risk je povazovan za zdkladni méfitko pro kvantifikaci trzniho, pojistného, nebo
kreditniho rizika. Také se pouzivd pro stanoveni kapitdlového pozadavku v bankach c¢i
v pojistovnach. Metodologie Value at Risk je popsdna v fad¢ knih, [1], [4], [5]. Artzner [2]
charakterizoval tzv. koherentni riziko, které je definovdno ¢tyfmi piredpoklady, a to
monoténnost, sub-aditivita, homogenitu a translaéni invarianci. Prdavé vSechny tyto
predpoklady nemd Value at Risk, a proto se pouzivd Expected Shortfall. Cilem ptispévku je
stanovit Value at Risk a Expected Shortfall za predpokladu klasického rozdéleni
pravdépodobnosti a také pomoci teorie extrémnich hodnot v rdmci Solvency I, tzn., Ze VaR
je odhadnut pro 99,5% hladinu spolehlivosti a ¢asovy horizont jednoho roku.

V prvni ¢asti piispévku je charakteristika metodologie Value at Risk a Expected Shortfall.
Nésledné je popsdna teorie extrémnich hodnot a jeji verze Peak Over Threshold. Dalsi ¢ast
Clanku se zabyva aplikaci metodologie Value at Risk pro databdzi pojistnych uddlosti.
Nejprve je stanoveno VaR a ES pro klasické rozdéleni pravdépodobnosti, tj. exponenciondlni,
gama a Weibullovo, jejichZ charakteristikou se zabyva [3]. Ddle je odhadnuto VaR a ES v
ramci EVT. Pomoci ziskanych vysledkt Ize konstatovat, Ze teorie estrémnich hodnot je velmi
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dilezitd pro stanoveni rizika ve srovndni s klasickymi rozd€lenimi pravépodobnosti za
piedpokladu, Ze empiricka data vykazuji tézky pravy konec rozdéleni.

2 Value at Risk a Teorie extrémnich hodnot

V nasledujicich podkapitoalch je strucnd charakteristika Value at Risk, Expected Shortfall
a hlavni princip teorie extrémnich hodnot.

2.1 Value at Risk

VaR je velmi rozsitené meéfitko v oblasti fizeni rizik. Pouziva se pro kvantifikaci trzniho,
pojistného, kreditniho ¢i operacniho rizika.Vyhodou tohoto kritéria je, Ze poskytuje jedno
Cislo, které shrnuje celkové riziko portfolia finan¢nich aktiv, a proto si ziskal oblibu mezi
manazery, zejména financnich instituci.

Ukazatel Value at Risk je definovdn jako nejmensi predikovand ztrita na dané hladiné
pravdépodobnosti za dany Casovy interval. Také lze charakterizovat Value at Risk jako
jednostranny interval spolehlivosti potenciondlnich ztrdt hodnoty portfolia po danou dobu
drzeni, coz lze zapsat:

F(x)=P(X <-VaR,, (x))=c (1)
kde F(x) je distribu¢ni funkce, « je hladina spolehlivosti and At je Casovy horizont.
Z (1) vyplyva, ze

-VaR,,, (x)= inf{fo cofF (x)} . 2)

2.2 Expected Shortfall

Expected Shortfall (ES) se také nazyva Conditional Value at Risk (CVaR) nebo Expected
Tail Loss (ETL). Hodnota ES m4 lepsi vypovidaci schopnost nez VaR, protoZe respektuje
tézké konce rozdeleni. Tato hodnota spliuje vSechny ¢tyfi podminky pro koherentni miru
rizika, které jsou:

°  monoténost: X,YeV, X <Y = p(X)=2p¥);
° sub-additivita: X,Y, X +YeV = p(X+Y)< p(X)+pY);
° homogenita: XeV,h>20,hiX eV = p(hX)=hp(X);

o

translacnf invariance: X e V,ae R= p(X +a) = p(x)—a.

Expected Shortfall 1ze obecné vyjadrit

VaR

CVaR,, =-a" [ xf(x)dx, 3)

—oo

kde f (x) je hustota rozdéleni pravdépodobnosti.

2.3 Teorie extrémnich hodnot

Existuje nékolik metod jak stanovit VaR a ES v rdmci EVT. Prvni zptisob se nazyva Block
Maxima (BM) a druhy zpisob je oznacovan jako Peak over Theshodl (POT), ktery ptistupuje
k identifikaci extrémnich uddlosti pomoci definovani prahové hodnoty, jejiz prekroceni
implikuje vyskyt extrémni udalosti. Podle piisluSného Picklands — Dalkema- de Hann
teorému lze velmi dobie aproximovat zobecnénym Paterovym rozdélenim, kde dané funkce je
ndsledujici
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kde ¢ vyjadieje tvar rozdéleni a S je scale parametr.
VaR v EVT je dan
(o Y
VaR, , =u+—|| —(-a)| -1|, 5)
¢ ny

kde « je droven spolehlivosti, nje pocet vSech pozorovani a n, pocet piekroCeni nad
prahovou hodnotu » . Odhad ES se pocitd ndsledovné

ﬁ+ g(vaRa,At _lu) _ VaRa,Az + ﬂ_éu

CVaR,, =VaR, , + ¢ =7 2 —c

(6)

3 Stanoveni VaR a ES

V této casti jsou odhadnuty hodnoty pro Value at Risk a ES za pfedpokladu
exponencidlniho, gama a Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti a také stanoveni miry rizika
pomoci teorie extrémnich hodnot. VSechny odhady jsou pocitdny v rdmci Solvency II, tedy
hladina spolehlivosti je ve vyS$i 99,5 % a Casovy horizont je 1 rok.

Kalkulace byla provedena na datech, které popisuji naroky jednotlivych pojisténct v rdmci
havarijniho pojiSténi. Zdkladni Ciselné charakteristiky, zejména stiedni hodnota, smérodatna
odchylka, Spicatost, Sikmost a pocCet pojistnych uddlosti uvadi nasledujici tabulka.

Zakladni informace o databazi pojistnych skod
Stfedni hodnota 56 441 K¢
Smérodatna odchylka 96 534 K¢
Spicatost 1403
Sikmost 29
Pocet pojistnych udélosti za rok 2009 5164

Tab. 1: Zdkladni ciselné charakteristiky

Pravdépodobnostni funkci ziskanou z empiricky napozorovanych dat zobrazuje nasledujici
graf (Obr. 1).



8" International scientific conference Financial management of firms and financial institutions Ostrava
VSB-TU Ostrava, faculty of economics,finance department 6" — 7™ September 2011

Obr. 1: Empirickd pravdépodobnosti funkce
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Z vySe uvedeného grafu je ziejmé, Ze vétSina ztrat patii do intervalu 1 az 350 000 K¢.
Existuji i mélo Cetné ztréty, které se pohybuji kolem hodnoty 1,3 mil. K¢.

Nésledné¢ se odhadnou parametry pro exponencidlni, gama a Weibullovo rozdéleni
pravdépodobnosti pomoci metody maximélni vérohodnosti. Vysledky grafickych testli jsou
uvedeny v nésledujicich grafech (Obr. 2)

Obr. 2: Vysledky grafickych testit pomoci QQ plots
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Podle provedenych testi dobré shody se ukdzalo, Ze zadné z testovanych rozdéleni
pravdépodobnosti nepopisuje veérohodné empiricky napozorovand data. Nasbirand data
vykazuji t€Z8i pravy konec rozd€leni oproti zkoumanym teoretickym rozd€lenim
pravdépodobnosti. Z toho divodu je vhodné stanovit VaR a ES pomoci EVT. Odhady
parametrii rozdéleni pravdépodobnosti zobrazuje nasledujici tabulka.
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Exponencidlni A
P 56 440.971
Gamma 4 h
1.112 | 50767.864
. o B
Weibullove 50534.865]  0.993

Tab. 2 Odhady parametrii klasického rozdéleni

Pro stanoveni VaR a ES pomoci EVT je nutné stanovit prahovou hodnotu vySe extrémni
ztraty. Za timto ucelem byla vyuziti metoda grafického zobrazeni stfedni exces ztitové
funkce. Je dulezité, aby zvolend prahova hodnota byla dostatecné vysokd a zaroven méla
linearni sklon. Z toho diivodu byla stanovena ve vysi 150 000 K¢.

Obr. 3 Stredni exces ztrdtovd funkce
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Dile je nutné odhadnout parametry zobecnéného Paretova rozdéleni pravdépodobnosti. Pro
odhad jednotlivych parametrt je opét pouzita metoda maximalni vérohodnosti s vyuZzitim dat,
jejichz vyse presdhla stanoveny préh. Vysledky jsou uvedeny v ndsledujici tabulce 3.

zobecnéné Paretovo rozdéleni Hodnota

3 0,0198
B 252 769,06
Prah vySe ztraty 150 000
Pocet empirickych dat pfesahujicich stanoveny prah 316

Tab. 3 Odhady parametrii zobecnéného Paretova rozdélent

Nakonec je ur¢ena hodnota VaR a ES pomoci EVT a také za ptredpokladu klasického
rozdéleni pravdépodobnosti, tedy pro exponenciondlni, gama a Weibullovo rozdéleni
pravdépodobnosti.
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Rozdéleni pravdépodobnosti
Paretovo | exponenciondlni gamma Weibullovo
VaRgg 59 799 062 299 042,18 282 385,96 301 618,71
ES¢959 918 928 355 483,15 333 936,19 344 310,37

Tab.4 Mira rizika pro riiznd rozdéleni pravdépodobnosti

VySe kapitdlu na kryti neocekdvanych ztrdt pro danou hladinu spolehlivosti 99,5% je
799 062 K¢, v ptipadé VaR v ramci EVT. Lze vidét vysoky rozdil mezi hodnotami VaR pro
klasické rozdéleni pravdépodobnosti a EVT. Stejny zaveér je i v piipadé ES. To znamen4, Ze je
velmi dilezité uplatiovat metodu EVT pro stanoveni miry rizika.

4 Zavér

Piispévek se zabyval odhadem Value at Risk a Expected Shortfall za pfedpokladu
klasického rozdéleni pravdépodobnosti (exponenciondlni, gama a Weibullovo) a také pomoci
teorie extrémnich hodnot. V rdmci Solvency II byl VaR a ES stanoven na 99,5% hladiné
spolehlivost v ¢asovém horizontu jeden rok.

Na zdklad¢ ziskanych vysledkii byly potvrzeny tézké konce v empirickém rozdéleni
pravdépodobnosti v uvedenych datech, coZz se ovéfilo pomoci grafickych testi dobré shody
QQ Plots. Také se zduraznily vyhody vyuZziti EVT. Lze konstat, Ze pokud se zanedbaji t&zZké
konce rozd¢leni, tak to vede k velmi nepfesnému odhadu Value at Risk, coz mé za nasledek
nedostatecnou vysi kapitdlu, kterd by méla kryt ztratu.

Literatura
[1] ALEXANDER, C.: 2008. Value at Risk models. Chichester, John Wiley& Sons Inc.

[2] ARTZNER, P., DELBAEN, F., EBER, J.-M., and HEATH, D.:1999.Coherent Measures
of Risk. Mathematical Finance 9, 203-228.

[3] BEIRLANT, J., GOEGEBEUR, Y., SEGERS, J., TEUGELS, J. 2004. Statistics of
Extremes: Theory and Applications. Chichester, John Wiley& Sons Inc.

[4] HULL, J. C. 2007. Risk management and Financial Institutions. New Jersey, Pearson
Education.

[S] JORION, P. 2007. Value at Risk: The New Benchmark for Managing Financial Risk.
New York, McGraw-Hill.



