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The Prediction of Mortality rate in the Czech
Republic

Predikce miry Gmrtnosti pro Ceskou republiku
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Abstract

In this paper we focus on life insurance risk management. The prediction of mortality rate is
a significant activity of the insurance companies and the pension funds. The new directive for
insurance companies Solvency II will be implemented in 2012 According to this directive the
insurance companies are obliged to determine the solvency capital requirement for life
insurance risks, i. e. mortality and longevity risk. The Lee-Carter model is still used for
mortality risk modelling. The aim of the paper is to apply the Lee-Carter model for prediction of
mortality index for males and females on the basis of mortality tables for the Czech Republic.
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1. Uvod

Vzhledem ke ziejmym zméndm v oblasti demografického sloZeni obyvatelstva je pro
pojistovny potifebnd znalost vyvoje miry umrtnosti vzhledem k povinnosti plnit zdvazky
vyplyvajici z uzavienych smluv. V soucasné dobé€ jsou pred deterministickymi modely pfi
pfedpoviddni miry Umrtnosti preferovany stochastické modely. Jiz v 90. letech minulého
stoleti byly publikovany prace tykajici se modelovani dmrtnosti pomoci stochastickych
modeld. Mezi nejzndméjsi a stdle pouzivany model patii Lee-Cartertiv model, jenZ byl poprvé
publikovan v roce 1992 (Lee a Carter, 1992). Lee-Carter model byl piivodn¢ aplikovan na
americkd data pro roky 1933 — 1987.

Déle byl tento model uspésné aplikovan pro dlouhodobé piedpovidani miry mrtnosti
v mnoha zemich pro rGznd Casovd obdobi, napt. Kanada (Lee a Nault, 1993), Chile (Lee
a Rofman, 1994) ¢i Japonsko (Wilmoth, 1996).

Cilem ptispévku je pomoci Lee-Carterova modelu zjistit trend umrtnosti na zakladé dat z
timrtnostnich tabulek za obdobi 1920 — 2009 v Ceské republice.

Struktura pfispévku je nasledujici. Prvni kapitola je vénovdna vymezeni rizik tykajicich se
zivotniho pojisténi a jejich fizeni v ramci smérnice Solvency II. Ddle bude popsan Lee-
Carterv model pro modelovani miry umrtnosti. Praktickd c¢ast bude vénovdna aplikaci
modelu pro Ceskou republiku.
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2. Riziko zivotniho pojiSténi

V poslednich letech se zvySuje mira pozornosti v pojisStovnictvi z hlediska
kvantifikace rizik, kterym jsou pojiStovny v rdmci své Cinnosti vystaveny. Vyznamnou
zménou by meélo byt zvySeni vnitintho zaméfeni pojistoven na meéfeni a fizeni rizik
a zavedeni nové regulatorni smérnice v oblasti pojisStovnictvi Solvency II, kterd bude platna
od roku 2013.

Zavedenim smérnice Solvency II dojde kregulatornim zméndm pro stanoveni
solventnostniho poZadavku pojistoven. Solventnostni kapitdlovy poZadavek by mél odpovidat
Value at Risk na hladiné pravdépodobnosti 99,5 % a ¢asovému horizontu jednoho roku.
Pojistovny by dle standardniho piistupu mély stanovovat solventnostni kapitdlovy poZadavek
alespon pro rizika operacni, trzni, ipadku protistrany, Zivotni, neZivotni a zdravotni.

Zamétime-li se na riziko Zivotniho pojiSténi, lze jej definovat jako riziko vyplyvajici
z podepsdni smlouvy, kterou se pojiStovny zavazuji vyplacet Ci vyplatit urCitou castku
v budoucnosti pojisténym osobdm. Financni vykonnost Zivotnich pojistoven je zdvisld na
vyskytu mozné odchylky od piedpoklddané miry dmrtnosti v dobé, kdy byly uzavieny
pojistné smlouvy. DileZitymi riziky v rdmci Zivotniho pojiSténi, kterd je nutné kvantifikovat,
jsou rizika umrtnosti a dlouhovékosti. Riziko Umrtnosti je feSeno v pfipad€, Ze pojistény
zemie diive, neZ pojiStovna ocekdva. Naopak riziko dlouhovékosti vznikd tehdy, pokud
pojistény Zije déle, nez pojiStovna ocekdva, protoZze v tomto piipad¢ je povinna vyplacet
pojistné plnéni delsi dobu. Pravé zména v mife imrtnosti smérem k prodluZzovani délky Zivota
predstavuje pro pojisfovny jiz zminéné riziko dlouhovékosti. Umrtnostni tabulky jsou
vhodnym néastrojem pro kvantifikaci o¢ekdvané délky Zivota.

Pro predikci miry imrtnosti existuji jak deterministické, tak stochastické modely. Existuje
nékolik ¢asto pouzivanych umrtnostnich modeli. Jednim ze stochastickych modeld, ktery byl
uspeésné aplikovan v nékolika zemich, je Lee-Carteriv model. Dalsim modelem, ktery lze
povazovat za verzi Lee-Carterova modelu je Renshaw-Haberman model (Renshaw
a Haberman, 2006), ktery navic zahrnuje skupinovy efekt. Déle Cairns, Blake a Dowd model
(2006) bere v uvahu zékladni umrtnost misto stiedni miry umrtnosti.

3. Lee-Carteruv model

Lee-Cartertiv model (1992) je definovdn pomoci rovnice pro urceni logaritmu stiedni miry
umrtnosti ve véku x v daném roce ¢, a to
In(m, )=a, +bk +¢€,, t=12,.T, x=12,.n (1)

kdea_, b, k, jsou parametry modelu € , je chyba modelu za pfedpokladu Gaussova rozdéleni

xt ?

N(O,a2 ) Parametr a_ pfedstavuje primérnou tmrtnost pro urcity vékovy profil, k, je index
umrtnosti v ¢ase, ktery udavéa obecnou troven umrtnosti a parametr b vyjadfuje stav, jak se

méni mira umrtnosti v daném véku x, kdyZz se méni index umrtnosti jako reakce na zménu
v obecné mife umrtnosti.
Parametr a, je vyjadfen jako primér logaritmil stfedni miry dmrtnosti ve v€ku x a pro

jednotlivé roky ¢ za celkové obdobi, a to
T
a, =;Zln(mx,)- )
t=1

Pro jedine¢né tfeSeni modelu, je nutné brat v uvahu ndsledujici podminky, a to suma

W o o . . 2 2 . o , . .
¢tvercll parametri b, je rovna jedné, b, =1 a suma index( Umrtnostik;, je rovna nule,
X

Yk =0.
=
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Pro odhad parametri modelu Ize vyuzit napf. metodu nejmens$ich Ctverci ¢i metodu
maximdlni vérohodnosti. Na datech severskych zemi bylo dokdzano, viz Koissi a kol., Ze
nejlepsi moZnosti pro odhad indexu dmrtnosti je singuldrni rozklad. Pro odhad parametr b,
a k, bude tedy v ramci Lee-Carterova modelu vyzito singuldrniho rozkladu — Singular Value
Decomposition (SVD) pro matici

Z. =In(m,)-a, =bk,. 3)

Aplikaci singuldrniho rozkladu na matici Z , ziskdme tfi matice

SVD(Z,,)=ULV'= LU ,V, +..+ LyU .,V (4)
kde matice U predstavuje vékovy komponent, matice L je diagondlni matice singularnich
hodnot a matice V reprezentuje ¢asovy komponent.

Parametr b, je odvozen od prvniho vektoru matice vztahujici se k vékovému komponentu,
b, =U , a parametr £, je stanoven jako soucin prvniho vektoru matice tykajici se asového
komponentu a prvni singuldrni hodnoty, £, = L,V,,.

Pro predikci indexu umrtnosti pomoci Lee-Carterova modelu byl pouzit model ARIMA
(0,1,0). Bylo zjisténo, Ze ze zkoumanych piistupti pro predikci, je index imrtnosti vystiZen
velmi dobfe. Vztah pro vypocet je nasledujici

ky =k -

1+9+§t, (5)

kde @ je drift modelu a je uren jako 8 = (IQT — 121 )/ T—-1apro &, =N (O, o’ ) se predpoklada

Gaussovo rozdé€leni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem wa, ktery je uren jako
1 -1~ N
2 _
O, _H r=1 (kz+1 _kz - 9)2 :
Pro predikci indexu timrtnosti 1€T+(At) pro obdobi T+(At) je vyuzit nésledujici vztah pro
vypocet

ks = Ky +(A1)0+ AL . (6)

Logaritmus stfedni miry dmrtnosti pro dany vék x a pro obdobi T+(At) lze pak ziskat
pomoci
ln(mx,T+At ) = ax + BXET‘F(AI)' (7)

4. Aplikacni ¢ast
Tato ¢4st bude vénovana vymezeni pouZitych dat pro modelovani imrtnosti a aplikaci Lee-
Carterova modelu pro ¢eské udaje.

4.1 Data

Pro téely tohoto pifspévku budou vyuZita data dostupnd na webovych strankach Ceského
statistického tdfadu®, a to podrobné dmrtnosti tabulky pro muZe a Zeny, tj. s jednoletym
vékovym intervalem pro obdobi 1920 — 2009. V letech 1938 — 1944 doSlo k pteruSeni Casové
fady. Podrobné umrtnostni tabulky obsahuji ukazatele, jako jsou pravdépodobnost udmrti,
pravdépodobnost doZiti, tabulkovy pocet doZivajicich, tabulkovy pocet zemielych, tabulkovy
pocet Zijicich a stfedni délka doZiti neboli nad¢je doZiti.

* Dostupné z http://www.czso.cz/.
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4.2 Aplikace Lee-Carterova modelu

Lee-Carter model bude aplikovan pro odhad tykajici se celého obdobi tedy 1920 — 2009
pro vék 0 — 103. Aby mohl byt proveden odhad parametrd, je v prvni fad¢ nutné z dostupnych
dat ur¢it stiedni miru dmrtnosti m_, v daném v€ku x a v roce ¢ pomoci vztahu pro vypocet

pravdépodobnosti imrti
g, =l-e". (8)
Po zjisténi stfedni miry umrtnosti m_, prodany v€k x a rok ¢, lze jiz dle vztahu (2)
jednoduse urcit parametr a . V grafu ¢. 1 je zobrazen vyvoj parametru @ . Tento parametr

vyjadfuje obecnou vlastnost imrtnosti v daném veéku. Z grafu je patrny obecné rostouci trend
umrtnosti muzii a Zen stim, Ze pro niz§i vékové kategorie je zfejmd nizkd dmrtnost
a s rostoucim vékem roste imrtnost.

Graf ¢. 1: Srovndni parametru a, pro miiZe a Zeny
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Nyni budou odhadnuty parametry b, a £,, pfi¢emZ je v prvni fad€ nutné ur¢it matici Z _,,
kterd bude pomoci metody SVD rozloZena na tii matice. V ptiloze v Tab. €. 1 jsou uvedeny
odhadnuté hodnoty parametrGi @, a b, pro muZe a Zeny. V nasledujicich grafech je zobrazen
vyvoj odhadnutych parametri.

A
Graf ¢. 2: Odhad parametru b_ pro muZe a Zeny Graf ¢. 3: Odhad parametru k , pro muZe a Zeny
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Parametr b, vyjadiuje tendenci tmrtnosti v daném véku, kterd by se méla ménit jako

obecnd mira Gmrtnosti. To znamend, 7e pokud je parametr b_ vyssi pro dany vék x, je zména
miry Umrtnosti pro tentyZ vék x vice odliSnd od obecné miry umrtnosti a naopak. Index
Gmrtnosti £, zachycuje trend miry dmrtnosti v ¢ase. Z grafu je patrny klesajici trend miry
umrtnosti.



8" International scientific conference Financial management of firms and financial institutions Ostrava
VSB-TU Ostrava, faculty of economics,finance department 6" — 7" September 2011

Predikce indexu umrtnosti je provedena do roku 2050 na zdklad¢€ vztahu (5). Vyvoj indexu
umrtnosti je zobrazen v nasledujicim grafu.

Graf ¢. 4 Predikce indexu timrtnosti
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Z grafu je patrny klesajici trend indexu Umrtnosti jak pro muZe, tak Zeny, pfiCemz index
umrtnosti pro Zeny klesa rychleji.

Zavér

Cilem piispévku bylo pomoci Lee-Carterova modelu zjistit trend Gmrtnosti na zakladé dat
z dmrtnostnich tabulek za obdobi 1920 — 2009 v Ceské republice.

Pomoci Lee-Carterova modelu jsme se pokusili identifikovat béZny trend miry Gmrtnosti
v Ceské republice na zdkladé historickych dat. Lze konstatovat, Ze jak pro muZe, tak Zeny je
patrny klesajici trend miry imrtnosti v Case. Toto bylo potvrzeno i na zdklad¢ predikce indexu
umrtnosti pomoci ARIMA modelu.

Predikce miry umrtnosti populace je pfedmétem zdjmu mnoha instituci jako napf.
pojistoven Ci penzijnich fondt, proto je dilezité vhodné piedpovidat a kvantifikovat dopady
demografickych zmén. Tyto zmény mohou mit vliv napiiklad na vypldceni vySe pojistného
plnéni klientim pojistoven. Navic by se vramci stanoveni solventnostniho kapitdlového
pozadavku pro riziko Zivotniho pojisténi v ramci smérnice Solvency II mélo brat v ivahu také
riziko dlouhovékosti.
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Priloha
Tab. ¢. 1: Hodnoty odhadnutych parametrit modelu pro muZe a Zeny
ax by ax by ax by
vek vek vek
Mugzi Zeny Mugzi Zeny Muzi Zeny Mugzi Zeny Mugzi Zeny Mugzi Zeny

0 -3,6311 | -3,88605 | 0,238815 | 0,177847 | 35 | -5,97754 | -6,55544 | 0,098771 | 0,116511 | 70 | -2,88486 | -3,34721 | 0,020025 | 0,045451

1 |-6,19394 | -6,34958 | 0,26924 | 0,20263 | 36 | -5,90831 | -6,48876 | 0,094197 | 0,112384 | 71 | -2,79659 | -3,23338 | 0,020777 | 0,044871

2 | -6,80196 | -6,95357 | 0,24589 | 0,180496 | 37 | -5,83632 | -6,41514 | 0,08903 | 0,108103 | 72 | -2,70818 | -3,12183 | 0,021627 | 0,044126

3 | -7,02475 | -7,25988 | 0,224532 | 0,179468 | 38 | -5,75384 | -6,33887 | 0,084622 | 0,103823 | 73 | -2,62158 | -3,00889 | 0,022079 | 0,04278

4 |-7,27625 | -7,53825 | 0,206073 | 0,16774 | 39 | -5,67522 | -6,25925 | 0,081096 | 0,099239 | 74 | -2,53467 | -2,89711 | 0,022441 | 0,041355

5 |-7,29706 | -7,57135 | 0,208508 | 0,169802 | 40 | -5,59243 | -6,1727 | 0,078186 | 0,093525 | 75 | -2,44691 | -2,78548 | 0,022435 | 0,040119

6 |-7,36992 | -7,64576 | 0,205938 | 0,163677 | 41 | -5,50502 | -6,08425 | 0,074735 | 0,088067 | 76 | -2,35907 | -2,67512 | 0,022465 | 0,038399

7 |-7,42008 | -7,73811 | 0,196648 | 0,160006 | 42 | -5,41573 | -6,00439 | 0,070195 | 0,083185 | 77 | -2,26897 | -2,56692 | 0,022345 | 0,037099

8 -7,452 -7,8307 | 0,186338 | 0,155808 | 43 | -5,33086 | -5,92088 | 0,066988 | 0,079542 | 78 | -2,17867 | -2,45717 | 0,022311 | 0,035618

9 |-7,52167 | -7,92227 | 0,182072 | 0,153368 | 44 | -5,24089 | -5,83688 | 0,06279 | 0,076353 | 79 | -2,09043 | -2,34922 | 0,0222 | 0,033906

10 | -7,57109 | -7,98302 | 0,175247 | 0,150892 | 45 | -5,14902 | -5,75632 | 0,058421 | 0,073346 | 80 | -2,00069 | -2,24121 | 0,021964 | 0,032045

11 | -7,60859 | -7,98459 | 0,172131 | 0,148943 | 46 | -5,05765 | -5,66754 | 0,055026 | 0,069958 | 81 |-1,91027 | -2,13142 | 0,022033 | 0,030429

12 | -7,59433 | -7,96925 | 0,165123 | 0,148708 | 47 | -4,96297 | -5,57666 | 0,050804 | 0,067145 | 82 | -1,81963 | -2,02303 | 0,022115 | 0,028712

13 | -7,5202 | -7,8977 | 0,159317 | 0,147299 | 48 | -4,86456 | -5,4867 | 0,047059 | 0,06502 | 83 |-1,72991 | -1,91333 | 0,022306 | 0,027049

14 | -7,3642 | -7,77167 | 0,152349 [ 0,1432 49 | -4,76732 | -5,39389 | 0,044358 | 0,063573 | 84 | -1,64077 | -1,80379 | 0,022311 | 0,025337

15 |-7,15161 | -7,59982 | 0,148308 | 0,138774 | 50 | -4,67421 | -5,30791 | 0,04119 | 0,062288 | 85 | -1,55237 | -1,69134 | 0,022544 | 0,023528

16 | -6,85255 | -7,43312 | 0,133351 | 0,136288 | 51 | -4,57754 | -5,22314 | 0,038728 | 0,060965 | 86 | -1,46286 | -1,58018 | 0,022337 | 0,021778

17 | -6,62004 | -7,29485 | 0,124427 | 0,135223 | 52 | -4,48601 | -5,13909 | 0,03622 | 0,058983 | 87 | -1,37127 | -1,46947 | 0,022393 | 0,019921

18 | -6,45861 | -7,21128 | 0,120138 | 0,136774 | 53 | -4,39211 | -5,05586 | 0,033373 | 0,057175 | 88 | -1,28129 | -1,35889 | 0,022518 | 0,018115

19 | -6,36178 | -7,16237 | 0,11906 | 0,139163 | 54 | -4,29929 | -4,9698 | 0,031284 | 0,055748 | 89 | -1,19092 | -1,24832 | 0,022534 | 0,016295

20 |-6,31749 | -7,15893 | 0,120047 | 0,144522 | 55 | -4,21072 | -4,879 | 0,029261 | 0,054014 | 90 | -1,10057 | -1,13785 | 0,022547 | 0,014436

21 | -6,30426 | -7,14435 | 0,122144 | 0,148737 | 56 | -4,12237 | -4,79177 | 0,027049 | 0,05289 | 91 | -1,01025 | -1,02738 | 0,022572 | 0,012565

22 | -6,27658 | -7,13249 | 0,120164 | 0,151118 | 57 | -4,03011 | -4,69569 | 0,025794 | 0,051741 | 92 | -0,91988 | -0,9169 | 0,022595 | 0,010684

23 | -6,27112 | -7,10289 | 0,119127 | 0,150864 | 58 | -3,93517 | -4,6004 | 0,024798 | 0,050989 | 93 | -0,82948 | -0,80643 | 0,022617 | 0,008793

24 | -6,28406 | -7,07665 | 0,118359 | 0,150626 | 59 | -3,84009 | -4,50043 | 0,023479 | 0,050122 | 94 | -0,73904 | -0,69595 | 0,022637 | 0,006895

25 | -6,29999 | -7,06054 | 0,116934 | 0,15075 | 60 | -3,74923 | -4,40155 | 0,022142 | 0,050192 | 95 | -0,64858 | -0,58548 | 0,022657 | 0,004989

26 | -6,30869 | -7,04906 | 0,116643 | 0,151177 | 61 | -3,6619 | -4,30115 | 0,020755 | 0,049908 | 96 | -0,55808 | -0,47501 | 0,022676 | 0,003076

27 |-6,30772 | -7,02285 | 0,115996 | 0,149517 | 62 | -3,5762 | -4,20476 | 0,019591 | 0,049931 | 97 | -0,46757 | -0,36453 | 0,022694 | 0,001158

28 | -6,28395 | -6,99291 | 0,115404 | 0,146776 | 63 | -3,48881 | -4,10196 | 0,019478 | 0,049664 | 98 | -0,37704 | -0,25407 | 0,022712 | -0,00077

29 | -6,25588 | -6,94361 | 0,114127 | 0,143115 | 64 | -3,40134 | -3,99817 | 0,019936 | 0,049243 | 99 | -0,28649 | -0,1436 | 0,022729 | -0,00269

30 | -6,22425 | -6,8865 | 0,111696 | 0,139569 | 65 | -3,3154 | -3,89065 | 0,020232 | 0,048472 | 100 | -0,19592 | -0,03314 | 0,022746 | -0,00463

31 | -6,18542 | -6,82805 | 0,108369 | 0,135695 | 66 | -3,22988 | -3,78572 | 0,020211 | 0,047974 | 101 | -0,10534 | 0,077323 | 0,022763 | -0,00656

32 | -6,13835 | -6,7607 | 0,105574 | 0,131087 | 67 | -3,14365 | -3,67944 | 0,019729 | 0,047054 | 102 | -0,01475 | 0,187779 | 0,02278 | -0,0085

33 | -6,09247 | -6,69562 | 0,103781 | 0,125982 | 68 | -3,05677 | -3,5701 | 0,019912 | 0,046554

34 | -6,03714 | -6,62724 | 0,101806 | 0,121024 | 69 | -2,97102 | -3,45944 | 0,019675 | 0,046065
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