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Abstract

Paper is focused on application possibilities of the logistic regression in the insurance sector.
There are generally defined the areas of the possible application of the logistic regression, there
is in detail the area of the non-life property insurance analyzed, more precisely accident
insurance. By applying logistic regression are key factors defined with influence on the
occurrence probability of insured accident, where influences of binary, categorial and
continuous variables are analyzed. Impacts of selected factors are within one dimensional
analysis quantified, as well.
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1 Uvod

S ohledem na skutecnost, Ze regresni modely patfi mezi nejcastéji vyuzivané piistupy k
analyze dat nejrizméjsi povahy, je redlné i jejich vyuziti v oblasti pojiStovnictvi. Nejcastéji
se ndm pii vysloveni slova regrese vybavi regrese linearni, méné Casto nelinedrni nebo
logistickd, 1 kdyZ pravé logistickd regrese je jiz nejméné tii desetileti standardni metodou v
zapadoevropské a americké védé véetn€ spolecenské.

Cilem piispévku je proto nalézt moznost vyuZziti logistické regrese v oblasti pojistovnictvi.
Na konkrétnim piikladu pak pomoci logistické regrese zhodnotit, zda vybrané faktory jsou
urCujicimi pro vznik pojistné udalosti a tento vztah dale kvantifikovat. V ¢lanku je nejprve
definovdna a vysvétlena regresni analyza a strucné jsou popsany regresni modely (klasicky
linedrni model, obecny linedarni model). Nésledn€ je zminéna podstata logistické regrese,
véetné odhadu koeficienti metodou maximélni vérohodnosti a poté je provedena analyza
vlivu pohlavi a lokality na vznik pojistné udalosti ve smyslu havarie motorového vozidla.

2 Regresni analyza

Statistické metody, pomoci nichZ odhadujeme hodnotu urcité ndhodné veliiny na zakladé
znalosti veli¢in jinych, oznacujeme jako regresni analyzu. Pfitom ndhodnd veli€ina, jejiZ
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hodnota je odhadovdna, muze byt oznacena také jako zdvisle proménnd, cilovd proménna,
proménnd vysvétlovana nebo také odezva, regresand. Naproti tomu veli€ina, jejiZ znalost jiZ
mame, je nezdvisle proménnd, proménnd vysvétlujici, regresor. Ne vZdy je pouZita nezavisle
proménna jedina. Casto vystupuje regresorti n&kolik, pfi¢emz muiZe jit o dalsi veli¢iny, nebo
funkce mens$iho poctu velicin.

Modelovéani vztahti mezi vysvétlujici a vysvétlovanou proménnou patii mezi zdkladni
aktivity, se kterymi je mozné se setkat ve statistice. Obvykly je predpoklad, Ze zavisle
proménnd je ndhodnou veli¢inou s normdlnim rozdélenim. Pro odvozeni modelu je pak
zpravidla pouZita metoda nejmensich ¢tverct.

Je-1i vSak zdvisle proménnd znakem bindrnim, nikoli spojitym statistickym znakem, mtiZe
nastat problém. V takovém piipad¢ by k odhadu parametri bylo pouZiti regresni analyzy
s odhadem regresnich koeficientii prostfednictvim metody nejmensich ctvercli problematické.

Podstatou feSeni regrese je:

e stanoveni nejlepSiho regresntho modelu, spocivajici v ur¢eni matematické rovnice,
ktera bude popisovat zdvislost y na x,

e stanoveni parametri modelu, souvisejici se stanovenim nejlepSich odhada
parametrd £,

e stanoveni statistické vyznamnosti modelu, souvisejici s urenim, zda nalezeny
model pfispéje ke zpiesnéni odhadu zdvisle proménné oproti pouZziti pouhého
praméru,

¢ interpretace vysledku zjiSténych modelem z hlediska zadani.

3 Regresni model

Regresni model pfedpoklada, Ze nezavisla proménnd je nendhodnd, pevné dana ¢i urcend, a
zavisla proménnd je ndhodnd, tzn. méfend. V praxi vSak tento pfedpoklad nebyva vzdy splnén,
a Casto jsou obé¢ ¢i vSechny veli¢iny namétené. V takovém piipadé jde o model korelacni.

Mezi regresnimi modely jsou rozliSovany regresni modely linedrni, které maji linedrni
postaveni parametrd a jejichz grafem je zpravidla pfimka, parabola ¢i hyperbola a regresni
modely nelineérni, jejichZ grafem mohou byt napiiklad nékteré typy neuronovych siti.

Je-li zavisle proménnd Y skaldr nebo vektor zné&jakého linedrniho prostoru, byva
v takovém piipadé uloha regrese obvykle formulovana jako tloha hleddni podminéné stfedni
hodnoty jakoZto funkce nezdvisle proménnych. Nejcastéji se tato funkce piedpoklada
v n¢jakém obecném tvaru zdvislém na nezndmych regresnich parametrech, regresnich
koeficientech, a tyto koeficienty se poté odhaduji na zdklad¢ pozorovanych dat. NejcastéjSim
pfipadem je linedrni regresni funkce. Druhou zdkladni moZnosti je, Ze zdvisle proménnad Y je
diskrétni a neni tudiz definovdna jeji stfedni hodnota. Regresni analyza v této situaci je
oznacovana jako diskrimina¢ni analyza a jejim ukolem je hledat podminéné pravdépodobnosti
toho, Ze zkoumany objekt patfi do jednotlivych tiid. Typickymi metodami pouZivanymi pro
feSeni uloh tohoto typu jsou Pearsonova linedrni diskriminacni analyza, logistickd regrese a
metody z nich odvozené.

3.1 Klasicky linearni model

Linearni regresni modely maji linedrni postaveni parametru. Klasickym linedrnim modelem
je chapan model ve tvaru

Y =XB+e, (1
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kde Y je vektor n hodnot vysvétlované proménné, X je matice hodnot vysvétlujicich
proménnych o rozmérech n- (k+1), p je vektor p neznamych parametrti (p=k+1) a € je vektor

n hodnot nidhodné slozky.
Pritom plati podminky klasického linearniho modelu.
1. Stiedni hodnota ndhodné slozky je nulovd. Ndhodnd slozka tedy neplsobi
systematickym zpisobem na hodnoty vysvétlované proménné Y.

E(g,)=0 pro kazdé i=1,2,...,n.

2. Rozptyl ndhodné slozky je konstantni. Variabilita ndhodné slozky nezdvisi na
hodnotdch vysvétlujicich proménnych a tudiZ i podminénd variabilita vysvétlované
proménné nezavisi na hodnotach vysvétlujicich proménnych a je rovna nezndmé kladné
konstatng o .

E(e,)= 0" pro kazdé i=1,2,...,n.

3. Kovariance ndhodné slozky je nulova. Hodnoty ndhodné slozky jsou nekorelované a z
toho vyplyva i nekorelovanost riznych dvojic pozorovani vysvétlované proménné Y.

Cov(eié‘j) =0prokazdé i # j=12,...,n.

4. X je nestochastickd (nendhodnd) matice. Znamena to tedy, Ze vysvétlujici proménné
jsou nenédhodné.

5. Matice X ma plnou hodnost, h(X)=k+1<n, pficemZ n je poet pozorovini. Podminka
vyZaduje, aby mezi vysvétlujicimi proménnymi nebyla funkéni linedrni zavislost, tedy
v matici X nesmi existovat linedrn¢ zavislé sloupce. Pocet vysvétlujicich proménnych
nesmi byt veétSi neZ pocet pozorovani. V praxi by mél byt pofet pozorovani vyrazné
vEtsi nez pocet vysvétlujicich proménnych.

6. & maji normdlni rozdéleni pro kazdé i=1,2,..., n. Z této podminky vyplyva normalita i
pro vysvétlovanou proménnou Y. Ndhodny vektor Y md potom n-rozmérné normalni
rozdéleni s vektorem stfednich hodnot X a kovarian¢ni matici 021,,.

7. Na vektor p nejsou kladeny Zadné omezujici podminky. Parametry f,j=1,2,....k tak
mohou nabyvat libovolnych hodnot.

Matematicka formulace regresniho modelu je zndzornéna ve schématu 1.

Schéma 1: Regresni model

M X X o X Xy b &

Y2 Xop Xy o Xy o Xy b, &,

Vi X KXo Xy Xy :Bj &
_yn_ _xnl 'xn2 'xnj xnk_ _ﬁk_ _8n_
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3.2 Obecny linearni model (GLM)

Vyse uvedené podminky ¢i predpoklady 1. — 7. pfedstavuji omezeni, kterd v fad¢ aplikaci
nejsou splnéna. KdyZ v obecném linedrnim modelu nahradime tyto podminky podminkami
obecnéjsimi, dosp&jeme ke zobecnéni linedrnitho modelu.

Zobecnény linedrni model poskytuje obecny ramec pro vytvaieni jednotné tfidy modelq,
které pracuji se spojitymi i kategorizovanymi nezavislymi proménnymi. Tato tiida obsahuje
regresni modely, obecné linedarni modely, logistickou regresi pro binarni zavislou proménnou
a log-linedrni modely. Zobecnény linedrni model navic dovoluje pomoci funkci spojeni
vytvéaret modely s vlastnim rozdélenim chyby modelu.

Ve zobecnéném linedrnim modelu je tedy cilem nalézt model, ktery zmensuje celkovou
devianci (imérnou rozdilu logaritmi vérohodnostnich funkci mezi dplnym modelem a
nulovym modelem s jednim parametrem). Takovy model miiZe byt vytvafen i postupné,
mohou byt do modelu zafazovéany ty regresory, které nejvice snizuji devianci vzhledem k
aktudlnimu modelu se zafazenymi k parametry. Regresory ve zobecnéném linedrnim modelu
mohou byt i kvalitativni (faktory) a regresory mohou byt i interakce (souciny) ptivodnich
regresort, takze pomoci zobecnéného modelu je mozné odhadovat parametry i sloZitych
modeli analyzy rozptylu.

4 Logisticka regrese

Cilem analyzy, kterd vyuzivd metodu regrese, je nalézt co nejlepsi, nejispornéjsi a
soucasn¢ vécné smysluplny model, ktery popiSe vztah mezi zavislou proménnou a skupinou
nezdvislych proménnych. Je-li vysvétlovana proménnd spojitd, obracime se k regresi linearnd,
neni-li spojitd, pak k regresi logistické. Metoda logistické regrese neni omezena jen na piipad,
kdy vysvétlovand proménna je bindrni. I kdyZ pro tuto situaci byla logistickd regrese ptivodné
vyvinuté a je interpretacné, ale i jinak nejsnazsi. Existuji vSak metody a také programy, které
pracuji s pfipady, kdy kategorizovand zavisla proménnd neni bindrni, a dokdzi respektovat
pozadavek, aby ji povazovaly za ordindlni.

4.1 Moznost vyuziti logistické regrese v oblasti pojiStovnictvi

S ohledem na vySe uvedenou podstatu logistické regrese je Sife jejtho vyuZiti v oblasti
pojistovnictvi evidentni. At uZ se jednd o méfeni solventnosti pojiStoven, hospodareni
pojistoven, hodnoceni tdrovné pojistného trhu, odhad vyse technickych rezerv, stanoveni
pojistného v jednotlivych odvétvich pojisténi a dalsi, ve vSech piipadech je moZznd snaha o
vytvofeni modelu a nalezeni vztahu mezi konkrétnimi zavislymi a nezdvislymi proménnymi.

V navazujicim textu bude analyzovédn vliv pohlavi a lokality na vznik pojistné udélosti, ve
smyslu havéarie motorového vozidla.

4.2 Formulace modelu

Predpokladejme, Ze mame bindrni veli¢inu Y; charakterizujici vznik nebo nevzniknuti
pojistného udalosti i-tého pojistnika, tedy
1 pro vznik pojistné udalosti, .
= roi =1,...,n,

0 pro "nevznik" pojistné udalosti,

kde n je pocet pojistniki. Kazdy tento pojistnik je charakteristicky vektorem x; = (1,x;;

X2i,.-.,Xki) Obsahujici k prvki, Striss, Valeckova, Valecky (2010, str. 206-207).
Pravdépodobnost vzniku pojistné udalosti i-t€ho pojistnika P;=P(Y;=1) na zdklad¢ jeho

charakteristického vektoru x; lze vyjadfit funkci F(B;x;), jenZz je monotonné rostouci
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F’(B,;x;)>0 a ma defini¢ni obor (-00,00) a obor hodnot (0,1). Plati tedy, Ze F(-00)=0 a F(+w0)=1 a
funkci pravdépodobnosti odpovédi 1ze psat jako

Pi=F(p;x), 2

kde B je vektor parametrt (By, B,..., Br)-
Tyto vlastnosti jsou splnény kumulativni distribu¢ni funkeci logistického rozdé€leni ve tvaru

B

P, = P(Y, =1)=F(B;x,) =

; 3)

ktera je zaroven funkci pravdépodobnosti vzniku pojistné udalosti. Pravdépodobnost negativni
varianty, nevzniknuti pojistné udalosti, 1ze pak vyjadiit ve tvaru

e
1+eP™

1—P;=P(K=0)=1—F(B;xi)=%- (4)
1+e”™

Definujme déle podil pravdépodobnosti vzniku a nevzniknuti pojistné udédlosti zndmé také

jako Sance (odds) ve tvaru

P(Y, = .

T — ( i ) — eﬁ X; , (5)
1-z  P(Y,=0)

a déle tzv. logitovou transformaci (log-odds, logit) vztahu (5)

1n[ T }: Bx, = g(x,). 6)
-z

4.3 Odhad parametri modelu

K odhadu nezndmych parametrii f je nejcastéji pouzivana metoda maximalni vérohodnosti.
Tato metoda spociva v nalezeni vérohodnostni funkce / (), kterd je posléze maximalizovéana.
M¢éjme pravdépodobnost kladné odpovédi i-tého respondent charakteristického vektorem x;,
tedy

P(Y, =1x,) = 7(x,), @)
a déle pravdépodobnost negativni varianty, nevzniknuti pojistné udalosti
P(Y, =0}, )=1-P(¥, = 1x,)=1-7(x,). (8)

Sdruzend pravdépodobnost kladnych a zdpornych variant vzniku pojistné udalosti 1ze poté
vyjadfit ve tvaru

P(v|x,)=z(x,)" [1 - z(x, )] ©)
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Jsou-li jednotlivd pozorovéni nezavisld, pak vérohodnotstni funkce je urcena jako soucin
sdruzenych pravdépodobnosti pro vSechny pojistniky, tedy

z(a):ljfc(xf - 2, ), (10)

Odhad parametri. metodou maximélni vérohodnoti je ziskdn maximalizaci logaritmu
rovnice (10) ve tvaru

L(B)=n1(B)= 3, - In{x(x, )+ (1-Y,)- It~ 7(x, ) (in
za podminek
aaLTglj)=0proj=1,...,k. (12)

Odhad metodou maximdlni vérohodnoti byvd provadén pomoci iteracnich algoritm,
piicemz nejcastéji je pouzivana Newton-Raphsonova metoda. Princip této metody spociva v
aproximaci logaritmu vérohodnoctvi funkce v okoli po¢atecniho odhadu pomoci prvnich ti{
¢lent Taylorova rozvoje, viz Pecdkova (2007), pfi¢emz pocate¢ni odhad lze ziskat naptiklad
metodou nejmensich ¢tverci.

4.3.1 Ovéreni vlivu pohlavi na vznik pojistné udalosti

V této Casti piispévku jsou analyzovany vybrané faktory, pohlavi a lokalita, a zjiSténa jejich
statistickd vyznamnost na dané hladin¢ spolehlivosti. Nejprve je ovefeno, zda faktor pohlavi
ovliviluje vznik pojistné udalosti a poté je analyzovan tentyz diisledek vlivu lokality.

Analyza je provedena pomoci dat ziskanych z pojistného kmene konkrétni pojistovny a
sklada se z datového vzorku 54 824 smluv. Smlouvy, tvofici pojistny kmen, jsou uzavieny na
produkt neZivotniho pojisténi, pojisténi majetku (vozu) ve smyslu havarijniho pojisténi. Jsou
pouzita data za rok 2009, pficemz ¢asova expozice smlouvy je jeden rok.

Obr. 1: Odhad parametru logistického modelu (pohlavi pojistnika)

note: gender dropped due to collinearity

Iteration 0: log likelihood =-11131.721
Iteration 1: log likelihood =-11106.985
Iteration 2: log likelihood = -11106.84
Iteration 3: log likelihood = -11106.84

Logistic regression Number of obs = 54824
LR chi2(1) = 49.76
Prob >chi2 = 0.0000
Log likelihood = -11106.84 PseudoR2 = 0.0022
claim Coef. Std. Err. b4 P>lzl [95% Conf. Interval]
gender | .283731 .0397847 7.13 0.000 2057545 3617075
_cons | -3.01228 .0245697 -122.60 0.000 -3.060436 -2.964125

Dle ziskanych vysledki lze fici, Ze koeficient je statisticky vyznamny na hlading
spolehlivosti 95%, coZz dokazuji vysledky ve c¢tvrtém hodnotovém sloupci Tab.1l. Je tedy
mozné tvrdit, Ze pohlavi pojistnika je vyznamnym faktorem ovliviujicim vznik pojistné
udalosti.
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V dal$im kroku je analyzovéno, zda lokalita pojistnika ma vliv na vznik pojistné udélosti.
Opct je provedena logistickd regrese, kde vysvétlovanou veli€¢inou je vznik pojistné udélosti a
vysvétlujici veli€inou je lokalita.

4.3.2 Ovéreni vlivu lokality na vznik pojistné udalosti
V této casti prispeévku je provedena analyza vlivu lokality pojistnika na vznik pojistné
udélosti pomoci logistické regrese.

Obr. 2: Odhad parametri logistického modelu (lokalita pojistnika)

Iteration 0: log likelihood =-11131.721
Iteration 1: log likelihood = -11085.942
Iteration 2: log likelihood = -11085.435
Iteration 3: log likelihood = -11085.435

Logistic regression Number of obs = 54824

LR chi2(13) = 92.57

Prob >chi2 = 0.0000

Log likelihood = -11085.435 PseudoR2 = 0.0042

claim Coef. Std. Err. b4 P>lz [95% Conf. Interval]

krajl - JihoCesky .034873 .0872912 0.40 0.690 -.1362146 .2059605
kraj2- Krélovéhradecky -.4078399 1245666 -3.27 0.001 -.6519859 -.163694
kraj3 - Pardubicky -.5590701 .1320296 -4.23 0.000 -.8178433 -.3002968
kraj4 - Ustecky .0192431 .0820108 0.23 0.814 -.1414951 1799812
kraj5 - Jihomoravsky -.3137378 .0826583 -3.80 0.000 -4757451 -.1517305
kraj6 - Liberecky -.2879822 1123663 -2.56 0.010 -.5082161 -.0677483
kraj7 - Plzensky -.263994 1153009 -2.29 0.022 -.4899795 -.0380084
kraj8 - Zlinsky -.3832842 1150247 -3.33 0.001 -.6087285 -.1578399
kraj9 - Karlovarsky 0366602 1149661 0.32 0.750 -.1886693 2619896
kraj10 - Moravskoslezsky -.4235861 .0745511 -5.68 0.000 -.5697036 -.2774686
kraj12 - Vysocina -.223489 .1088716 -2.05 0.040 -4368735 -.0101045
kraj13 - Olomoucky -.5095669 1113598 -4.58 0.000 -.7278282 -.2913056
kraj14 - Stfedocesky -.1033222 .0582132 -1.77 0.076 -2174179 .0107736
_cons -2.747702 .0351344 -78.21 0.000 -2.816564 -2.67884

Z vysledku je opét ziejmé, Ze koeficient, jako takovy, je statisticky vyznamny na hladiné
spolehlivosti 95 %. ProtoZe je posuzovana kategoridlni veli¢ina, bylo nutné z této jedné
proménné vytvofit nové Kontrastni proménné, které urcitym zpiisobem Kkoresponduji
s pavodnimi kategoriemi. Za lokalitu je vtomto pifipadé povazovan kraj. Do analyzy je
zahrnuto 14 kraji, pfi¢emz referencni kategorii, kterd byla vynechana, byl zvolen kraj Praha.

Obr.3: Test vyznamnosti rozdéleni kraji

test (krajl kraj2 kraj3 kraj4 kraj5 kraj6 kraj7 kraj8 kraj9 kraj10 kraj12 kraj13 kraj14)

(1) krajl =0
(2) kraj2=0
(3) kraj3=0
(4) kraj4=0
(5) kraj5=0
(6) kraj6=0
(7) kraj7=0
(8) kraj8 =0
(9) kraj9=0
(10) krajl0=0
(11) kraj12=0
(12) kraj13=0
(13) krajl4 =0

chi2(13)= 89.17
Prob > chi2 = 0.0000
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Z vysledkli provedeného testu je patrnd statistickd vyznamnost modelu pro vstupni
proménnou kraj.

Konkrétné je mozné tvrdit, viz Ctvrty hodnotovy sloupec Tab. 2, Ze koeficient
Kralovéhradecky kraj (0,001), Pardubicky kraj (0,000), Jihomoravsky kraj (0,000), Liberecky
kraj (0,010), Plzensky kraj (0,022), Zlinsky kraj (0,001), Moravskoslezsky kraj (0,000),
Vysocina (0,040) a Olomoucky kraj (0,000) jsou statisticky vyznamné na hladiné spolehlivosti
95 %. Zatimco koeficienty Jihogesky kraj (0,690), Ustecky kraj (0,814), Karlovarsky kraj
(0,750) a Stredocesky kraj (0,076) jsou na hladin¢ spolehlivosti 95 % statisticky nevyznamné.

5 Zavér

Cilem pfispévku bylo nalézt moZnosti vyuZiti logistické regrese v oblasti pojiStovnictvi,
pfedevSim vSak potom na konkrétnim piikladu pomoci logistické regrese zhodnotit, zda
vybrané faktory jsou urcujicimi pro vznik pojistné udélosti a tento vztah ddle kvantifikovat.
V ¢lanku byla nejprve definovdna a vysvétlena regresni analyza a stru¢né byly popsdny
regresni modely (klasicky linedrni model, obecny linedrni model). Nasledn¢ byla zminéna
podstata logistické regrese, véetné¢ odhadu koeficienti metodou maximdlni vérohodnosti a
poté byla provedena analyza vlivu pohlavi a lokality na vznik pojistné uddlosti ve smyslu
havarie motorového vozidla.

Z vyse uvedenych vysledkd vyplyva, Ze vznik pojistné uddlosti je determinovan jak
pohlavim pojistnika, tak lokalitou.
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