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Americké opce: prehled zakladnich ocenovacich
metod a aplikace stochastického stromu

Tom4s Tichy?

Abstrakt

V tomto ¢lanku je hlavni pozornost vénovana opcim u nichz je mozné jejich drzitelem zé-
sadnim zpusobem ovlivnit kone¢nou vyplatu — tedy opcim amerického ¢i pfipadné bermud-
ského typu. Rozsifend prava vlastnika opce maji za nésledek nutnost hledani optimélni
strategie umoznujici maximalizovat ocekdvanou kone¢nou vyplatu plynouci z takovéto
opce. Tato skutecnost vyrazné ztézuje aplikaci jinak Siroce vyuzitelné metodologie simu-
lace Monte Carlo. Zde studovand metoda stochastické stromu je zaloZena na nekonecné se
vétvicim stromu. Za ucelem ziskani efektivniho vysledku v redlném cCase je nutné uvazovat
jen s nékolika okamziky rozhodovani. Tim se dostavame do oblasti aplikace redlnych opci,
které lze oproti opcim finanénim snadnéji aproximovat v diskrétnim case. Aplikace metody
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je rovnéz studovan vliv stratifikace na konec¢ny vysledek.
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1 Uvod

Americké opce vykazuji oproti opcim evropskym nékteré vlastnosti, které vyraznym zpu-
sobem ztézuji moznosti odvozeni ocenovacich formuli ¢i aplikace jednotlivych numerickych
technik za i¢elem urceni jedinecné ceny splnujici podminku nemoznosti arbitraze. Hledani
novych efektivnich postupt je zdtraznéno Sirokym vyuzivanim opci amerického typu, k
némuz dochazi jak na trzich s jednotlivymi finan¢énimi aktivy (akcie, mény, trokové sazby)
tak v oblasti investi¢niho rozhodovani (realné opce), viz Dixit a Pindyck [8].

Zejména mozné aplikace v oblasti redlnych opci tlaci na vyvinuti uzivatelsky prizni-
vych postupti a metod ocenéni. Jednotlivé aplikacni moznosti, které rovnéz vyznamnjym
podilem ovlivnily oceriovaci postupy, tvori napiiklad rozhodovani o vyuzivani zasobist
ptirodnich zdroji (Brennan a Schwartz [2]), rozhodovani o vyuZiti pozemkt pro rtzné
ucely (Geltner et al. [11]), zhodnoceni vyrobni flexibility (Triantis a Hodder [22]) ¢i pfi
zcela zakladnim pohledu fizeni projektii obecné, blize viz [19] nebo [20].

Dle zakladni definice lze opci chapat jako aktivum, poskytujici v urcitém casovém
tseku ¢i okamziku (doba zralosti 7°) pravo provést s danym aktivem (podkladové aktivum
S) predem stanoveny typ obchodu. Muze se jednat o jeho nékup ¢ prodej za predem
stanovenou realizacni cenu K (plain vanilla opce), vyménu za jiné aktivum apod. Pravo
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uskutecnit stanoveny obchod miize byt v podminkach opce déle specifikovano, rozsifeno
¢i zUzeno.

Miize byt podminéno dosazenim urcité drovné ceny podkladového aktiva v pribéhu
zivotnosti (bariérové opce. Rovnéz existuje provazanost vyplaty na primérnou cenu za
dobu zivotnosti (asijské opce nebo nejptiznivéjsi cenu — maximalni ¢i minimalni (lookback
opce. Poznamenejme, Ze cenu podkladového aktiva lze dle specifikace opce sledovat po
dobu Zivotnosti opce v rizné pojatych intervalech (tyden, den, hodina ¢ témér spojité).
Obdobné lze realiza¢ni cenu navazat na vybranou proménlivou (stochastickou) velic¢inu.

Opci, kterou je mozné uplatnit pouze v pfedem stanoveném okamziku 7 (zpravidla
dany den) je nazyvana evropskou. Oproti tomu opce, jejiz uplatnéni je mozné v Sirsim
Casovém tuseku (zpravidla po celou dobu Zivotnosti), je oznaCovana jako americkd. V
nékterych pripadech je mozné opci uplatnit sice v Sirsim casovém obdobi, ale pouze v
predem stanovenych okamzicich. Piikladem mtize byt opce s vicetydenni zivotnosti, kterou
je mozné uplatnit vzdy kazdy patek. Jelikoz se typologicky jedné o urcity pfechod mezi
opcemi evropskymi a americkymi, jsou tyto opce oznacovany jako opce bermudske.

Dle ponékud sirsi definice jsou americkymi opcemi chapany veskeré opcéni kontrakty, u
kterych muze jejich vlastnik v pribéhu zivotnosti predem stanovenym zptsobem ovlivnit
finalni vyplatu. Dle této definice spadaji do skupiny americkych opci mimo jiné i opce
typu shout — (kdykoliv) v pribéhu zivotnosti lze zéasti ¢i zcela zafixovat budouci vyplatu.

7 definice americké opce lze vyvodit zakladni princip ocenovani — nutnost nalezeni
optimalni strategie, tj. stanoveni okamziku rozhodnuti, které bude maximalizovat oce-
kavanou vyplatu. Hledani optimalni strategie podstatnym zptisobem ovliviiuje aplikaci
jednotlivych ocenovacich postupii.

V tomto ¢lanku je predstavena a nasledné aplikovana metoda stochastického stromu,
ktera umoznuje ziskat aplikaci dvou odlisnych algoritmt intervalovy odhad ceny opce s
asymptoticky statisticky nestrannym stiedem. Hlavni vyhodou metody je princip simulace
Monte Carlo — je tedy aplikovatelna pro celou $ifi podkladovych procest. To vSak zaroven
indikuje i hlavni nevyhodu — za ucelem efektivniho ocenéni v readlném case je mozné
uvazovat jen s nékolika rozhodnymi okamziky, ve kterych lze opci uplatnit. Aplikace tak
prechéazi do oblasti opci bermudskych.

Postup je nasledujici. Uvodni ¢ast ¢lanku je vénovana principtim ocenéni americkych
opci a struénému uvedeni hlavnich metod. V navazujici kapitole je popsana metoda sto-
chastického stromu vcetné zakladi simulace Monte Carlo. Algoritmy pro ziskani krajnich
odhadti jsou vysvétleny s pomoci ilustrujiciho prikladu. Nasledné jsou provedena urcita
aplika¢ni srovnani, umoznujici posoudit vhodnost vyuziti metody.

2 Pristupy k ocenéni americkych opci

Definujme americkou opci jako derivat, ktery je mozné uplatnit v jakykoliv ¢asovy okamzik
po dobu zralosti 7 (véetné). StéZejni soucasti oceniovaci procedury proto je identifikace
okamziku (tj. jeho charakterizovani) oznacovaného jako tzv. stopping time 7, ve kterém
je optimalni opci uplatnit a takto maximalizovat ocekavanou vyplatu. Zaroven tak dojde
k ukonceni zivotnosti opce, z ¢ehoz je odvozen termin ,stopping time.“

Za celem ilustrace je na Obrazku 1 znazornéna hodnota dvou put opci, py a ps. Prvni
je splatnd nyni (zndzornéna Sedé) a druhd za 5 tydni (zndzornéna cerné). Uvazujme
rovnéz put opci bermudského typu p,, kterou je mozné uplatnit nyni, anebo za 5 tydni.

420



5. mezinarodni konference Financ¢ni fizeni podniki a finanénich instituci Ostrava
VSB-TU Ostrava, Ekonomicks fakulta, katedra Financi 7.-8. zafi 2005

12,

10}

N b O

92.5 95 97.5 100102. 5105107. 5110

Obrazek 1: Optimalni uplatnéni Bermudské opce

Jeji hodnota je dana maximem z okamzitého uplatnéni a uplatnéni za 5 tydni. Proto
V(py) = max|[pg, ps|. Ze zndzornéni je ziejmé, ze pii cené podkladového aktiva v intervalu
S € [0,94.2] je opci optimalni okamzité uplatnit. AvSak pii & € (94.2, 00| je optimélni
poseckat.

Analyzu lze snadno rozsitit pro bermudské opce s vicero moznostmi uplatnéni a v
limitnim piipadé také pro opci ryze americkou.

V dil¢ich podkapitolach této ¢asti budou postupné objasnény zaklady vybranych pii-
stupt. Konkrétné se jedna o parcialni diferencialni rovnice, rizikové neutralni pfistup a
integralni rovnice spolu s prémii uplatnéni. Princip dalsi z metod, simulace Monte Carlo,
je obsazen v nasledujici kapitole.

2.1 BSM PDE

Ptipomenme nejdiive zakladni princip a disledek ocenovani evropskych opci dle Blacka
a Scholese [1] (BS model) a Mertona [21]. Piedpokladejme pro zjednoduseni,? 7e vivoj
ceny podkladového aktiva lze zachytit geometrickym Brownovym pohybem néasledovné:

dS = pdt + odW. (1)

Zde p predstavuje spojity (deterministicky) vynos, o je (deterministickd) hodnota volati-
lity, vSe v ro¢nim vyjadfeni, dt je nekoneéné mala zména casu a d)V predstavuje jediny
zdroj nejistoty, Wieneriv proces postaveny na bazi normovaného normalniho rozlozeni.
Aktivum zaroven prinasi deterministickou hodnotu spojitého dividendového vynosu 9.
Ptredpokladejme déle, zZe na trhu je mozné dosdhnout stejné bezrizikové sazby r jak
pro bezrizikovou vypujcku, tak zapujcku. Uvazujeme-li finan¢ni derivat na aktivum S,
jehoz jedinym zdrojem nejistoty je pravé cena podkladového aktiva, a je-li s timto akti-
vem mozné spojité obchodovat (co do mnozstvi i ¢asu), pak lze nalézt vhodné portfolio

2 Analyzu lze rozsifit rovnéz pro vice komplikované prostiedi, tj. jiny podkladovy proces, vice zdrojt
nejistoty, apod.
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I1, které bude bezrizikové. V ramci popsanych podminek je sloZzeni optimalniho portfo-
lia nasledujici: 11 (w f=Lws= —%). Na jednu dlouhou pozici ve finan¢nim derivatu f
pripada g—g kratkych pozic v podkladovém aktivu.

Jelikoz je portfolio II bezrizikové, musi pfinaset vynos odpovidajici bezrizikové sazbé r
a realny vynos p aktiva S neni pro urceni ceny derivatu relevantni. Tu lze vyjadfit pomoci
obecné Blackovy-Scholesovy-Mertonovy parcialni diferencialni rovnice takto:

1 2
g—{+g—£8(r—5)+§%8202—ﬂ/:0. (2)

Takto ur¢end formule nezavisi na vyplatni funkci ¥(S) a je proto platna i pro americké
opce. Vyplatni funkci konkrétniho derivatu vsak jsou urceny okrajové podminky, které
spolu s rovnici (2) jedineénym zptisobem charakterizuji cenu opce.

V pripadé americkych opci mé soustava okrajovych podminek podobu oznacovanou

jako free boundary:

f(S,7T)=9(S)

f(0,t)=w(0) prote(0,7] (3)
f(S;t)=¥(S) pro (S,t) = (B(1),t)

UL =T(S)  pro (S,1) = (B(t),1)

Zde B(t) urcuje hranici mezi oblastmi (cen podkladového aktiva v ¢ase t), ve kterych je
optimalni opci uplatnit a ve kterych je vhodnéjsi opci ponechat k pripadnému pozdéj-
simu vyuziti. JelikoZz tato hranice zpravidla neni pfedem znama, je ptislusnd podminka
oznacovana jako volna (free). Klicovou podminkou, kterd zamezuje arbitrazi je posledni z
uvedenych. Vychazi mimo jiné ze skutecnosti, ze v pripadé uplatnéni musi byt vyplata ale-
spon takova, jaka je hodnota opce dané pokracovanim. A naopak pfi neuplatnéni. Proto
rovnost derivaci.

Aplikace uvedeného pristupu pii feSeni ocennovaciho problému je vSak zpravidla vysoce
komplikovana. Alternativou proto mize byt prevedeni problému na piipad FeSeny zejména
ve fyzice v souvislosti s prevodem tepla (heat equation). Vysledkem je pFistup variacni
nerovnost: jejiz Teseni explicitné nezavisi na hranici optimalniho uplatnéni opce. Tato
metoda byla pro piipad ocenéni americkych opci aplikovana a déle rozvinuta zejména
Jailletem et al. [17].

2.2 Rizikové neutralni pristup

Rizikové neutralni pfistup je postaven na aplikaci operatoru ocekavani v rizikové neutral-
nim prostiedi. Zakladni myslenkou je opét predpoklad sestaveni bezrizikového portfolia z
finan¢niho derivatu a podkladového aktiva. Existence takového portfolia je na dokonalém
trhu dostate¢nou podminkou k vyuziti Girsanova teorému — pfechodu z readlného prostredi
do prostredi rizikové neutralniho.

Tento prechod ma dva kroky. Jednak dochazi ke zméné riistového faktoru z realného
vynosu zohlednujiciho riziko p v rovnici (1) na vynos bezrizikovy r, s pfipadnym zakom-
ponovanim dividendového vynosu 9,

dS = (r — 6)dt + cdW'9. (4)
Nésledné je mozné ocekdvanou vyplatu opce ¥(S,) diskontovat bezrizikovou sazbou:
fo=e TEQU(S,)]. (5)
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Zde E oznacuje operator ocekavani, (2 ¥iké, ze pracujeme v rizikové neutralnim prostiedi
a 7 urcuje okamzik uplatnéni. Uvedeny vztah plati bezezbytku pro opce evropského typu.
Avsak z tvodu kapitoly vime, ze u americké opce je podstatny zejména okamzik uplatnéni.
Proto je nutné vztah (5) maximalizovat (optimalizovat) pfes vSechna pfipustna 7:

fi = sup e TR [¥(S,)]. (6)

Vysledny vztah je rovnéz mozné zapsat pomoci tzv. Snellovy obdlky diskontované
vyplaty nasledovné. Hodnota americké opce je dana

ft = E(Q) [bt,TlII(ST)] ) (7>
kde 7 je optimélni ¢as uplatnéni ziskany maximalizaci (Snell envelope):

Zt = sup E(Q) [bT\IJ(ST)] ) (8)

pficemz b oznacuje (alespon lokalng) bezrizikovy diskontni faktor, b, = exp(— [; r,dv).

2.3 Prémie uplatnéni a integralni rovnice

P11 oceniovani americkych opci hraji dilezitou roli prémie diivéjsiho uplatnéni (early exer-
cise premium, EEP) a prémie odloZeného uplatnéni (delayed exercise premium, DEP). Pro
prvni z nich je klicové chovani Snellovy obalky.

Ve strucnosti, pro Z definované v (8) plati v ¢ase t = 0, Ze je rovno souc¢tu hodnoty
evropské opce a EEP, tj.

T
Zy=E9Q [Z7] + E@Q { /O L ()=obrw (ro¥dv — dT,) | . (9)

Zde E(Q [Z7] piedstavuje diskontovanou hodnotu evropské opce, jelikoz Zr = br¥r, a
I+ (v)=0b- urcuje optimalnost uplatnéni. Vztah plati pro jakékoliv ¢ € [0, 7] za pfedpokladu,
ze optimalni okamzik uplatnéni dosud nenastal.

Obdobnym zptisobem je charakterizovina DEP. Hodnotu opce lze opét rozepsat na
soucet prinosu z okamzitého uplatnéni a DEP:

(1)
Zo =T, + E® / by (AT, — r, ¥, dv) (10)
t

Na zdkladé dekompozice (9) lze formulovat integralni rovnici pro americkou opci, viz
napiiklad Carr et al. Necht ¢(S;, t; K) je funkce pro urceni ceny evropské call opce v ramci
BS modelu [1], N(-) je kumulativni funkce normovaného normalniho rozlozeni a

InSt 4 (r — 5+ 162)(7 —t)
(S, T —t;K) = —=& 2 . 11
:t( t ) U\/ﬁ ( )

Pak 1ze cenu americké call opce C(S;, t; B(), K) vyjadiit nasledovné
C(St7 ta B()? IC) = C<St> ta ’C) +
T
/ 58,6 CIN(d, (S), v — £ B(v)))dv (12)

t

T
—/ rKe "IN (d_(S;, v — t; B(v)))dv.
¢
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Optimalni hranici uplatnéni opce, kterou je nutné dosadit do vztahu (12), lze ziskat
feSenim odpovidajici integralni formy pro dané okrajové podminky, tj.

Bit) - K — c(B(t)1:K)+
/ 5B DN (d, (B(E), v — t: B(v)))dv (13)

—/ riCe " TON(d_(B(t),v — t; B(v)))dv

t

3 Metoda stochastického stromu

Metoda stochastického stromu je zaloZena na simulaci ndhodného vyvoje ceny podklado-
vého aktiva (¢ podkladovych faktort) prostfednictvim simulace Monte Carlo. Tato me-
toda byla poprvé aplikovana ve financich Boylem [4]. Nésledné ji je vénovéana neustéavajici
pozornost. Co se tyce aplikace v oblasti ocenéni americkych opci, prehled vétsiny pristupt
vcetné odkazli na pivodni prameny obsahuji zejména Boyle et al. [3] a Glasserman [10].

Oznac¢me VY7 jako vyplatu opce pfi uplatnéni v ¢ase 7. Pfredpokladejme, ze w predsta-
vuje urcity stav redlu k danému okamziku a w € €2, kde €2 je mnozina vSech ptipustnych
kombinaci w. Zaroven je postacujici predpokladat, ze w se sklada pouze z takovych stavii,
které jsou relevantni pro urceni vyplaty.

Tedy napiiklad v rdmci modelu Blacka a Scholese [1] pro plain vanilla opci se bude
jednat pouze o cenu podkladového aktiva v daném case 7. AvSak bude-li prostiedi ovliv-
néno stochastickymi tirokovymi sazbami r a stochastickou volatilitou o, bude w obsahovat
kombinace (S, r, o). Obdobné, bude-li vyplata zavisla na hodnoté dvou aktiv, S, a S,
bude w = (S, Sp).

Pro odhad hodnoty vyplaty opce v daném case je postacujici nasimulovat dostatecné
velké mnozstvi kombinaci w. Tedy, jelikoz pro oc¢ekavanou hodnotu vyplaty plati, ze

EQr(w) = [ Wr()de (14
Q
tak lze odhad ziskat jako
N
EP[(Ur(w)] » Wr) = Z\If 2 (w™) pro ¥ — . (15)
n=1

Zde QO oznacuje mnozinu rizikové neutralnich pravdépodobnosti, tj. pohybujeme se v
rizikové neutralnim svété, N urcuje celkovy pocet stavi w, tj. mnozstvi ndhodnych scénari,
a n je konkrétni stav.

Jelikoz se jedna o zdkladni metodu Monte Carlo, kde maji jednotlivé scénare stejnou
vahu, ziskdme odhad vyplaty opce jako prosty priimeér.

Jak bylo uvedeno, v nejjednodussim pripadé je vyplata zavisla jen na aktualni cené
podkladového aktiva §. Zaroven, za predpokladu, ze cena tohoto aktiva sleduje geomet-
ricky Browntiv pohyb, lze n-ty stav zjistit v zavislosti na poc¢atecni hodnoté S; a pii dané
volatilité o, bezrizikové irokové sazbé r a pro 7 = 7 — t néasledovné:

2
w(n) _ ST(n) _ St exp [AS,[(.n)] — St - exp |:(’r' — %) T+ 05(")\/1 . (16)
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Obrazek 2: Vyvoj ceny podkladového aktiva S

Zde £ piedstavuje nahodny prvek z normovaného normalniho rozlozeni pro dany scénaf
n, €€ [0,1].

Za tcelem zjisténi hodnoty evropské opce je nutné diskontovat k pocatku ocekavanou
vyplatu v dobé zralosti. Oproti tomu pfi ur¢ovani hodnoty americké opce je nutné nejdiive
stanovit optimalni okamzik uplatnéni a teprve nasledné provést diskontovani.

Obrazek 2 ukazuje aproximaci vyvoje ceny podkladového aktiva pro dva ¢asové tseky
a Ctyfi vysledné scénafe vyvoje. Zatimco na levé strané je vyvoj zachycen dle binomického
modelu, na strané pravé je aplikovana simulace Monte Carlo.

V pripadé aplikace binomické modelu je optimalni okamzik uplatnéni 7 americké opce
zjistén na zakladé porovnani vnitini hodnoty v daném uzlu a hodnoty opce dané po-
kracovanim, tj. v zavislosti na hodnotach navazujicich uzld. Jinak feceno, neni-li ¢asova
hodnota kladna, je optimalni opci uplatnit.

Kdybychom stejnym zptisobem postupovali u simulace Monte Carlo dle pravého zna-
zornéni, museli bychom pracovat v dokonale predvidatelném prostiedi. Jelikoz z kazdého
uzlu pokracuje jen jedna cesta, dochéazelo by k vyraznému nadhodnoceni ceny opce:

max (eS8, — K)] = eS8, — K). (17)

Jedinym feSenim je zjisténi hodnoty dané pripadnym pokracovanim na zakladé dalsi
simulace z kazdého uzlu, viz obrazek 3 pii navazujici simulaci pro horni uzel. To vsak
vede k vysoké Casové narocnosti zpracovani.

Na principu simulace navazujici na kazdy z uzli je postavena metoda stochastického
stromu vyvinuta v poloviné 90.let Broadiem a Glassermanem [6]. Vzhledem k exponenci-
alné rostoucimu poctu uzli v uvedeném schématu, které znemoznuje praktickou aplikova-
telnost pri klasické simulaci, jsou vysledkem metody stochastického stromu dva ”chybné”
odhady. Prvni nadhodnocujici, ozna¢me jej C, druhy podhodnocujici, c. Spolecné pak
prinasi statisticky nestranny odhad.

Aby byla metoda aplikovatelnd v realném c¢ase, je nutné ponechat mnozstvi dil¢ich
scénafi ndhodného vyvoje na nizké trovni. Oznac¢ime-li pocet dil¢ich scénait (tj. pocet
cest vedoucich z kazdého uzlu) jako n a pocet ¢asovych intervald, na které je rozdélena
doba Zivotnosti opce (tj. pocet budoucich okamzikii, ve kterych lze uéinit rozhodnuti)
jako m, bude celkovy pocet kone¢nych stavi n”.

Neni-li vSak celkovy pocet scénait dostatecné velky, vykazuje nasimulované rozlo-
zeni pravdépodobnosti v jednotlivych dil¢ich ¢astech stromu odlisné charakteristiky nez
je treba. Nize popsany algoritmus pro horni odhad pak mé tendenci opci nadhodnotit.
Princip je nasledujici.
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Obrazek 3: Vyvoj ceny podkladového aktiva § pfi navazujici simulaci

Nadhodnocujici odhad C je zjistén klasickym postupem zpétného dynamického pro-
gramovani. Nejdiive ur¢ime vyplatu v dobé zralosti. Poté postupujeme v case zpét k
pocatku. V kazdém z uzli maximalizujeme hodnotu. Tedy

"S
df—l Z]—%n cly] 7 (18)

max |V (S._,),

tj. pro dany bod v ¢ase vybirame vétsi z hodnoty okamzité vyplaty ¥(S. ;) (pozice ¢ ozna-
¢uje Cas, jeho hodnota pak poradi cesty z predchézejiciho uzlu) a hodnoty pokracovéni,
ktera je urcena priamérem hodnot v bezprostiedné navazujicich uzlech, % Zde
C...i; predstavuje hodnotu opce pro piislusny scénai vyvoje v nasledujicim casovém tseku
a df je diskontni faktor pro jedno obdobi Blize viz Tabulka 5.

tak, aby spolec¢né s odhadem C poskytl odhad statisticky nestranny.

Prvni krok je opét urceni vyplaty v dobé zralosti. Hodnota opce v predchazejicim uzlu
je poté urcena dle upraveného algoritmu. Postupné jsou vybirany jednotlivé scénate. Pro
kazdy z nich je pfislusna hodnota urcena na zakladé porovnani stfedni hodnoty diskonto-
vanych vyplat pro ostatni scénare a vyplaty z okamzitého uplatnéni ve vychozim uzlu. Je-li
vyssi hodnota okamzitého uplatnéni, zapisujeme-ji, jinak ponechavame pro dalsi zpraco-
vani hodnotu vybraného scénare. Hodnotu odhadu pro dany uzel c¢;z¢1 zaloZeny na S ;
ziskame zprumeérovanim. Obecné pro 7 — 1 plati, Ze

—ZKdyz [df‘lz > U (S.), df U (S.iy), U (S.) (19)

pfidemz v’ je vektor vyplat navazujicich na dany uzel pii vynechéani i-té vyplaty a funkce
Kdyz [z, vy, z] dava y, plati-li z, jinak z.

Postupujeme-li dale k poc¢atku, zaménime jen navazujici vyplatu za prislusnou, jiz
vypoctenou, hodnotu opce. Naplnéni procedury je ziejmé z Tabulky 6.
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Predpokladejme opci na aktivum s roéni volatilitou vynost o = 25%. Aktivum nepfi-
nasi dividendovy vynos. Opce s Zivotnosti jednoho roku je americkd (resp. bermudska),
vyplatni opce je typu call a realiza¢ni cena I = 101. Bezrizikova sazba je 10% p.a. Pfed-
pokladejme moZnost uplatnéni opce v ¢ase 7 = 0, 1/3, 2/3 a 1. Pro nazornost uvazujme
s tfemi nahodnymi scénafi navazujicimi na kazdy z uzli, tj. n =3 am = 3.

Vypocet nadhodnocujiciho odhadu C je zachycen v Tabulce 5. Je zfejmé, Ze v jednom

z uzlil je optimdlni okamzité uplatnéni opce. Jedné se o uzel zaloZeny na S(;9) = 105.
(Pfinos z okamzitého uplatnéni je 4 jednotky, je vys$s$i nez soucasnd hodnota budoucich
vyplat.)

Urceni dolniho odhadu je zpracovano v Tabulce 6. Podivejme se bliZe na stejny uzel, ».

df~1(1.00 + 2.48) /2 < 4.00 = 4.00
df~1(0.00 + 2.48) /2 < 4.00 = 4.00
df=1(0.00 + 1.00) /2 < 4.00 = 4.00

Proto, ¢1 2 = 4.00. Coz odpovida i hornimu odhadu C; . Posudme rovnéz uzel ;.

df~1(7.60 + 26.65)/2 > 4.58 = 0.24
df~1(0.25 + 26.65)/2 > 4.58 = 7.35
df~1(0.25 + 7.60)/2 < 4.58 = 4.58

Je zfejmé, ze pro prvni dva scénafe se rozhodujeme pokracovat, avsak konecna vyplata
je mensi, nez kdybychom okamzité uplatnili. Oproti tomu pro treti scénar se priklanime
k okamzitému uplatnéni. Ale pokud bychom tento akt pozdrzeli po dobu zralosti, ziskali
bychom vice. Vysledkem je ¢; o = 4.06.

4 Srovnavaci aplikace

V této sekci provedeme nékolik vypocti. Zkusme nejprve ovérit efektivnost procedury,
tj. blizkost teoreticky spravné hodnoté a casovou narocnost. Vyuzijeme skutecnosti, ze
hodnota americké opce na aktivum, které prinasi nulovy dividendovy vynos, odpovida
hodnoté evropské call opce.

Uvazujme stejnou opci jako v predchézejici casti. To jest call opce zni na aktivum
s rofni volatilitou vynostt ¢ = 25%. Aktivum nepiinasi dividendovy vynos. Opce je s
zivotnosti jednoho roku a realiza¢ni cena C = 101. Bezrizikovéa sazba je 10% p.a. Pfedpo-
kladejme moznost uplatnéni opce v ¢ase 7 =0, 7/3,27 /3 a 7.

Z duvodi ¢asové tuspory provedeme pouze aplikaci algoritmu pro horni odhad C. Na-
sledujici tabulky v jednotlivych sloupcich uvadi postupné pro jednotlivd n odhadnutou
cenu evropské opce (tj. na zékladé vyplaty v dobé zralosti), odhadnutou horni cenu ame-
rické opce C a celkovou ¢asovou narocnost v sekundach (v€etné generovani jednotlivych
scénéaii). Poznamenejme, ze hodnota evropské opce dle modelu Blacka a Scholese [1] je
pri danych vstupech Vpg = 14.432.

Hodnoty v Tabulce 1 jsou ziskany aplikaci zékladni simulace Monte Carlo — ndhodné
scénafe navazujici na kazdy z uzli jsou ziskdny zvlast na zékladé generovani ndhodnych
prvkid z normovaného normaéalniho rozlozeni. Z tabulky je zifejmé, Ze odhad horni ceny
americké opce je velmi blizky odhadu opce evropské pouze pro vysoka n. Zaroven vsak
vidime, ze i tak se vysledek znateln€ lisi od teoretické hodnoty Vg = 14.432.
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Tabulka 1: Srovnani horniho odhadu; Vg = 14.432; zédkladni Monte Carlo

n | evropskd call americkd call | Eas celkem
10 14.891 15.500 0.07
50 13.924 13.949 7.50
100 13.976 13.981 60.84
200 13.383 13.384 482.17

Za ucelem ziskani kvalitnéjstho odhadu je mozné aplikovat metodu stratifikace. Ta
umoznuje i pfi nizkém poctu nahodnych scénaii ziskat pravdépodobnostni rozlozeni stu-
dované veli¢iny s pozadovanymi charakteristikami. Tato metoda je zaloZena na rozc¢lenéni
cileného rozlozeni na intervaly z nichz jsou nahodné veli¢iny postupné generovany, blize viz
[24]. Zéaroven je vhodné vyuzit moznosti inverzni transformace — nejdiive tedy stratifiku-
jeme rovnomérné rozlozené ndhodné prvky z intervalu [0; 1] (pravdépodobnosti), nasledné
pak zjistujeme odpovidajici hodnoty z cileného rozloZeni s vyuZzitim inverzni funkce pro
dané rozlozeni.

Nasledujici tabulky 2, 3 a 4 postupné obsahuji vysledky pfi stratifikaci aplikované za
ucelem generovani nahodnych cen v ¢asech 7 = 7 /3 (Tabulka 2), 7 = 7 /3,72/3 (Tabulka
3)aT=7/3,72/3,7 (Tabulka 4).

Tabulka 2: Srovnani horniho odhadu; Vps = 14.432; stratifikace v 7 =7 /3

n | evropskd call americkd call | Cas celkem
10 16.101 16.280 0.06
50 14.814 14.842 7.98
100 14.406 14.412 60.00
200 14.399 14.400 475.17

Dle Tabulky 2 vidime, Ze stratifikace v zakladnim ¢ase 7 = 7 /3, tj. pro n cen, je po-
stacujici k ziskani dobrého odhadu ceny opce. Pro odpovidajici pocet ndhodnych scénait
rovnéz doslo k mirnému piiblizeni vysledkt pro evropskou a americkou opci. V Tabulce
3, tj. stratifikace n? cen, dochézi k dalsimu diléimu zlepSeni, to vse pfi zachovani témér
stejné Ccasové narocnosti.

Tabulka 3: Srovnani horniho odhadu; Vg = 14.432; stratifikace v 7 =7 /3,72/3

n | evropskd call americkd call | as celkem
10 13.746 13.992 0.39
50 14.541 14.570 8.27
100 14.352 14.358 62.48
200 14.402 14.403 494.44

Nejlepsi vysledky zcela ziejmé poskytuje stratifikace vSech cen, tedy n3, coz vsak
znamena vyrazné vyssi ¢asovou narocnost. Dtlezité vSak je, Ze pfi odpovidajici ¢asové
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Tabulka 4: Srovnani horniho odhadu; Vgg = 14.432; stratifikace v 7 =7/3,72/3,T

n | evropskda call americkd call | Eas celkem
10 17.353 17.353 0.70
50 14.373 14.373 47.50
100 14.429 14.429 364.81
200 14.432 14.432 2925.08

naroc¢nosti jsou vysledky celkové stratifikace ptiznivejsi, jak co se tyce odhadu pro evrop-
skou a americkou opci, tak shody s Vgg.

Shoda odhadt pro evropskou a americkou opci zaroven znamend zvyseni efektivnosti
pri aplikaci metody fizené proménné — tedy vyuziti chyby odhadu ceny opce evropské
(analytické FeSeni je zndmé) pro upraveni ceny opce americké.

5 Zavér

Opce s rozsitenymi pravy vlastniki predstavuji zadany artikl na derivatovych trzich. Zaro-
ven maji Siroké aplikace v oblasti readlnych opci a investi¢nim rozhodovani obecné. Velkym
problémem vsak je neexistence jednoduché formule, ktera by umoznila snadné, nenaroc¢né
a rychlé urceni ceny opce. Soucasti ocenovaciho problému je rovnéz optimalizace — nalezeni
okamziku uplatnéni, ktery umozni maximalizovat vyplatu.

V tomto c¢lanku byly jednak predstaveny hlavni pfistupy k ocenéni americkych opci
a dale byla ve vétsi podrobnosti studovana metoda stochastického stromu. Metoda je
simulac¢niho typu, umoznuje tedy odhadnout cenu opce pro jakykoliv simulovatelny proces.
Zaroven vsak, za ucelem dosaZeni efektivniho vysledku (minimélni chyba, akceptovatelny
¢as), neumoziuje uvazovat s vétsim poctem okamziki mozného uplatnéni.

V ramci aplikacni ¢asti ¢lanku rovnéz doslo k posouzeni vlivu metody stratifikace,
tj. jedné z metod zamérené na zvyseni efektivnosti simula¢ni metody. Efekt byl vysoce
znatelny. Uplna stratifikace ndm zarovein umozni efektivnéji aplikovat metodu ¥izené pro-
ménné.
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Summary
American options — Review of basic methods and the application of stochastic
tree approach

In this paper we pay the attention to such options which allows the holder to affect
terminal payoff during the contract life. Thus, we study here American and Bermudan
options. Extended rights comparing with European claims follow into the need to solve
the optimization problem — at which time it is optimal to exercise the option in order to
maximize the payoff.

This feature makes difficult an application of majority of standard methods such as
Monte Carlo simulation. In this paper we first review several important approach to price
American options. Secondly, we study and apply a combination of Monte Carlo simulation
and lattice model — the stochastic tree method.
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Tabulka 5: Ocenéni americké opce — horni odhad

cena aktiva/hodnota opce

|

1

\ 2

H

3

|

105.58 / 11.12

101.25 / 0.25
108.60 / 7.60
127.65 / 26.65

109.47 / 11.01

105.00 / 4.00

86.56 / 0.00
102.00 / 1.00
103.48 / 2.48

113.29 / 18.89

120.10 / 8.10
126.31 / 25.31
106.18 / 5.18

107.13 / 14.77

112.49 / 11.49
112.99 / 11.99
123.34 / 22.34

100 / 12.32

98.08 / 8.82

79.83 / 0.00

78.20 / 0.00
86.91 / 0.00
61.76 / 0.00

82.54 / 12.46

101.48 / 0.48
117.22 / 16.22
122.95 / 21.95

120.52 / 22.16

122.95 / 21.95
133.40 / 31.40
115.38 / 14.38

107.90 / 18.39

98.77 / 0.00

88.94 / 0.00
81.63 / 0.00
89.16 / 0.00

134.72 / 34.61

183.25 / 82.25
117.92 / 16.92
109.18 / 8.18
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Tabulka 6: Ocenéni americké opce — dolni odhad

cena aktiva/hodnota opce

1

\ 2

H

3

|

105.58 / 4.06

101.25 / 0.25
108.60 / 7.60
127.65 / 26.65

109.47 / 5.35

105.00 / 4.00

86.56 / 0.00
102.00 / 1.00
103.48 / 2.48

113.29 / 18.89

120.10 / 8.10
126.31 / 25.31
106.18 / 5.18

107.13 / 14.77

112.49 / 11.49
112.99 / 11.99
123.34 / 22.34

100 / 8.47

98.08 / 8.82

79.83 / 0.00

78.20 / 0.00
86.91 / 0.00
61.76 / 0.00

82.54 / 12.46

101.48 / 0.48
117.22 / 16.22
122.95 / 21.95

120.52 / 18.22

122.95 / 21.95
133.40 / 31.40
115.38 / 14.38

107.90 / 12.11

98.77 / 0.00

88.94 / 0.00
81.63 / 0.00
89.16 / 0.00

134.72 / 19.19

183.25 / 82.25
117.92 / 16.92
109.18 / 8.18
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