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Ovéreni ocenéni opci metodou Quasi-Monte-Carlo

Leos Gregor '

Abstrakt

Prispévek je zaméfen na moznost vyuziti simula¢nich metod pfi ocenovani opci. Pozornost je
vénovana popisu deterministické form¢ metody Monte-Carlo, kterou oznacujeme jako metodu
Quasi-Monte-Carlo. Pfi aplikaci Quasi-Monte-Carlo metody jsou pseudo-ndhodna Cdisla
nahrazena tzv. quasi-ndhodnymi ¢isly, ktera jsou generovana pomoci deterministickych
algoritmti. Charakteristickou vlastnosti takovych ¢isel je to, Ze vypliuji jednotkovy CEtverec
rovnomérneéji a poskytuji lepsi vysledky ocenéni financnich derivatl. Tuto vlastnost oznacujeme
jako low-discrepancy, podrobné&ji o této vlastnosti napt. Glasserman (2003), Morokoff (1997),
Niederreiter (1992) a dalsi. V piispévku je popsana aplikace metody Quasi-Monte-Carlo pii
ocenovani finan¢nich opci. Na ptikladu ocenéni evropské plain-vanilla call opce je provedeno
srovnani vyslednych cen vypoctenych pomoci metod Quasi-Monte-Carlo, Monte-Carlo a
analytické Black-Scholesovy formule. Pozornost je vénovana také smeérodatnym chybam
vypoétenych cen opci a dobé vypoctu cen opci. Vysledky jsou popsany a graficky
prezentovany.
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1 Uvod

V poslednich letech, s rozvojem vypocetni techniky, dochdzi k rozvoji modernich nastroja,
které pomahaji feSit problémy rtzné slozitosti ze vSech oblasti védy a vyzkumu. Jednu
z téchto novych metod piedstavuje pfistup zalozeny na simulovaném fteSeni uloh, téz
oznacovany jako metoda Monte-Carlo. Historie této metody sice spadd do poloviny minulého
stoleti, ale teprve v posledni dob¢ je jejimu vyuziti vénovana patficna pozornost.

S vyuzitim metody Monte-Carlo jsou pfi ocenéni opci spojeny vyhody i nevyhody. Jednou

z nevyhod muze byt mala rychlost konvergence, ktera ¢ini O(N %J , kde N je pocet simulaci.

Proto byly navrzeny postupy urychlujici konvergenci a zvysujici efektivnost celého vypoctu.
K témto postupiim lze zatadit metody redukce rozptylu (pouziti protikladnych proménnych -
antithetic variates a fizenych proménnych - control variates) a také postupy zvysujici kvalitu
generatoru pseudo-nahodnych ¢isel, kdy tato Cisla jsou nahrazena quasi-ndhodnymi Cisly,
ktera jsou tvofena pomoci deterministickych algoritml. Pouziti quasi-ndhodnych ¢isel pii
simulovani oznac¢ujeme jako metodu Quasi-Monte-Carlo.

Obecné metody Monte-Carlo a Quasi-Monte-Carlo jsou vyuZzivany jako nastroj feSeni celé
fady problému z finan¢ni oblasti finan¢niho fizeni, rozhodovani, ocenovani, optimalizace a
zajisténi. Aplikace pouziti obou metod pfi feSeni portfolio analyz l1ze najit v Saliby a Pacheco
(2002). Ocenovani finan¢nich derivatli, finan¢nich plain—vanilla i exotickych opci, pomoci
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vybranych metod Monte-Carlo a Quasi-Monte-Carlo, je uvedeno napt. v Arencibia a Gregor
(2004), Brodie a Glasserman (1999), Glasserman (2003), Charnes (2000), Krykova (2003),
Okten (1999) a dalsi.

Tento prispévek je vénovan popisu metodiky metody Quasi-Monte-Carlo a vyuziti této
metody pii ocenovani finan¢nich opci. Pozornost je zaméfena na charakteristiku
deterministickych sekvenci quasi-ndhodnych cisel. Ovéfeni ocenéni metodou Quasi-Monte-
Carlo je provedeno na piikladu evropské plain-vanilla call opce s vyuzitim riiznych modela
quasi-nahodnych ¢isel, naptf. Haltonovy, Faureho, Sobolovy, Wozniakowskiho a
Hammersleyho sekvenci. Vysledky ocenéni jsou porovnany s analytickym feSenim
vypoctenym dle Black-Scholesovy formule a klasické metody Monte-Carlo. Kromé vypoctu
ceny opce je pozornost vénovana také odhadu chyby stfedni hodnoty ceny opce a dobé
vypo¢tu. Pro tvorbu quasi-ndhodnych cisel a pfi ocenéni je vyuzit softwarovy produkt
Mathematica®.

2 Simula¢ni metody ocenovani opci

Finan¢ni opce piedstavuje cenny papir, jehoz majitel mé pravo, nikoli povinnost, k nakupu
(call opce) ¢i prodeji (put opce) podkladového aktiva v urCity ¢as (dobu expirace, splatnosti
opce) a za stanovenou cenu (realizacni cena). Podkladovym aktivem miize byt akcie, kurz
mény, komodita a dalsi. Jde o finan¢ni derivat, jehoZ cena je odvozena od ceny jiného aktiva.
S opcemi se obchoduje na burzovnich trzich, ale pfedevS§im pak na tzv. mimoburzovnich
trzich (OTC trzich — over the counter). Je-1i opci mozno uplatnit po celou dobu existence
opce, jde o opci amerického stylu, je—li opci mozno uplatnit pouze v den expirace, jde o opci
evropského typu. Mimo tyto zdkladni typy opci rozliSujeme také skupinu tzv.exotickych opci,
funkcemi. Mezi exotické opce lze zaradit bariérové opce, asijské opce, slozené opce, zpétné
opce a dalsi, podrobnéji viz Hull (2000).

V teorii 1 praxi lze rozli§it n€kolik zdkladnich ocenovacich metod. K ocenéni opci
ptistupujeme diskrétnim ¢i spojitym piistupem. K oceniovani opci 1ze pouzit:

e analytické metody - Black-Scholestiv model, Blackiv model,

e numerické metody - binomicky model, trinomicky model a metoda konecnych
prvkd,

e simula¢ni metody - metody Monte-Carlo (MC), Quasi-Monte-Carlo (QMC).

Simula¢ni metody jsou postaveny na principu feSeni numerické wlohy pomoci
mnohocetného opakovani nahodnych pokusii, a to s vyuzitim teorie pravdépodobnosti a
statistiky, matematické analyzy a pfedevsim vypocetni techniky.

Numerické feSeni metodou MC je zaloZeno na aproximaci feSeni jednoduchého integralu
funkce f (x) takto

I, f ::%Z_;‘f(xn) ~ jm f(x)dx=1f

; 2.1
kde sekvence x;,X,,X;,.......... ,X, pfedstavuje nezavisle a nahodné rozdélend nahodna
¢isla. Chybu integrace lze vyjadrit jako
1
(1,-1,f)< O(Nm j
) (2.2)

kde N je pocet provedenych pokusl. Ze vztahu (2.2) je ziejmé, ze velikost chyby je
nezavisla na velikosti dimense prostoru s, podrobnosti viz Winiarski (2003).
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2.1 Metoda Monte-Carlo (MC)
Postup ocenéni metodou MC je ukdzéan na evropské plain-vanilla call opci na akeii, c,.

e Urcime tvar vyplatni funkce. Evropska plain-vanilla call opce na akcii ma vyplatni
funkci ve tvaru
V, = max(S, ~R.0) 23)

kde R je realizacni cena, V, piedstavuje simulovanou vnitfni hodnotu call opce

ziskanou jednou simulaci v dobé vyprSeni opce 7 a S, je simulovana ndhodna cena
podkladového aktiva v dobé vyprseni opce.

e Urc¢ime koncovou cenu podkladového aktiva (akcie), S, -, kterd se fidi geometrickym

Brownovym pohybem popsanym stochastickou diferencialni rovnici ve tvaru

as, =r-dt+o-dW,
S : (2.4)
kde W, je standardni Wienertv proces a konstantni symboly » a 9 oznacuji drift (za

predpokladu rizikové neutrdlniho piistupu je roven bezrizikové sazb¢) a volatilitu
podkladového aktiva. Upravou a feSenim rovnice (2.4) dostaneme rovnici ve spojitém
tvaru

[r—%z}dt-#o--a-ﬂ

) (2.5)
kde ¢ je generovand nahodné slozka z normované¢ho normalniho rozdéleni N(0,1)
nebo jiného pravdépodobnostniho rozdéleni, které by lépe popisovalo rozdéleni

vynosti podkladového aktiva, o je volatilita vynost podkladového aktiva, r je
bezrizikova sazba, df je délka ¢asového sub-intervalu, vypoctena jako

At=t —t_ T
m (2.6)

kde m je pocCet Casovych sub-intervalt.

e Cenu opce (¢,) ziskdme vypoctenim ceny podle ptislusné vyplatni funkce v kone¢nych
uzlech jednotlivych simulaci. Vypocteme stfedni hodnotu E( I7T) ze simulovanych

hodnot call opci, kterou diskontujeme bezrizikovou urokovou sazbou r k datu
stanoveni ceny

G

=e"E(Vy), (2.7)

Na Obr.1 je mozno vidét simulovany nahodny vyvoj podkladového aktiva (akcie) pro 500
casovych sub-interval a s po€atecni cenou rovnou 100.

Obr.¢. 1: Nahodny vyvoj podkladového aktiva
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2.2 Metoda Quasi-Monte-Carlo (QMC)

Metodu Quasi-Monte-Carlo lze povaZovat za deterministickou verzi obecné metody MC.
Postup aplikace metody QMC je podobny jako u metody MC, stim rozdilem, ze misto
pseudo-ndhodnych ¢isel se pouzivaji quasi-ndhodna ¢isla. Charakteristika a popis tvorby
pseudo-nahodnych ¢isel je uvedena napi. v L’Ecuyer (1994), Morokoff (1997) nebo
Niederreiter (1992). Quasi-ndhodnd c¢isla se vyznacuji rovnhomérnéjSim rozdélenim na
jednotkovém ctverci, viz Glasserman (2003) nebo Gregor (2005). Diky této vlastnosti se
metoda QMC oznacuje také jako low-discrepancy (LD) procedura nebo sekvence.

Za LD sekvenci oznaujeme mnoZzinu bodl s-dimensionalniho prostoru, které vypliuji
jednotkovy prostor efektivnéji (rovnomérnéji), nez body mnoziny pseudo-ndhodnych &isel.

Necht' prvky x;,X,,X;,.ccceee. ,X, Jsou sekvenci s-dimensionalniho prostoru [O,I]S a necht’

J < [0.1], potom definujeme

D(J,N): #{n:xn eJ} —V(J)
) (2.8)
kde V(J) je mocnost mnoziny J. Za piedpokladu toho, ¢ D(J,N)=0, mizeme fict, Ze
sekvence X, X,,X;,.cccoun.. ,x, miize integrovat jednoduchou funkci f(x) a plati
1 N
VE Ly e .

K nejznaméjs$im typam LD sekvencim lze zatadit tyto: Haltonovu, Faureho, Sobolovu,
Wozniakowu, Hammerslyho, Niederreiterovu sekvenci a dalsi. Podrobné&jsi popis vybranych
LD sekvenci je uveden v nasledujicich casti tohoto ptispévku.

Vychodiskem pro tvorbu quasi-ndhodnych ¢isel je Van der Corputova sekvence. Jde o
nejjednodussi jedno-dimensiondlni sekvenci. N-ty ¢len Van der Corputovy sekvence x,

ziskame takto:
e prirozené Cislo n (v bazi b) vyjadiime ve vztahu

[ .
n= Z ab'
i=1
b

(2.10)
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transponujeme cifry % do podoby

1 ai
x’l o z bi+l

i=0

2.11)

Van der Corputova sekvence je ptikladem sekvence, kde baze je rovna 2 a celd sekvence
zacina takto

1
2 k4

7 1 9 5 13 3 11 7 15

87167 16° 167 16° 16° 16 ° 16 16

1
’8’ 8’

Now
(6)]
o w

N

K zakladnim LD sekvencim patii tyto;

Haltonova sekvence (HS) je s-dimensionalni sekvence jednotkového prostoru [O,I]S ,

kde prvni dimense je tvofena Van der Corputovou sekvenci baze 2 a druha dimense je
Van der Corputova sekvence baze 3. Dimense Haltonovy sekvence jsou v bazi
tvofeny s-tym prvocislem.

Faureho sekvence (FS) je s-dimensionalni sekvenci. Jde o (0,s)— sekvenci, kde baze
je aspon tak velka jako dimense s. FS vyuziva ve vSech dimensich nejmensi prvocislo
(p) tak, aby platilo

pzs 5 P22 (2.12)

Prvni dimensi FS je Van der Corputova sekvence v bazi p, dal§i dimense jsou
permutaci prvni dimense.
Sobolova sekvence (SS) je s-dimensionalni (t,s)—sekvence. Prvni dimense SS je Van

der Corputova sekvence s bazi rovnou 2, vyssi dimense jsou permutaci sekvence
1.dimense.

Wozniakowskiho sekvence (WS) je 2-dimensiondlni, kde prvni dimense je tvofena
pomoci reverzniho algoritmu druhé dimense, kterou tvoii sekvence Van der Corputova
v bazi 2. Podrobn¢ je tato sekvence popsana v Wozniakowski (1991).

Hammersleyho sekvence (HAMS) je s-dimensionalni sekvenci. Prvni dimense je
tvofena dle reverzniho algoritmu podilu potfadi a poctu prvkd v sekvenci, druhd
dimense je tvofena Van der Corputovou sekvenci baze 2.

Graficka vizualizace vybranych LD sekvenci je uvedena na Obr.2a-2f.
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Obr.2: 1000 prvkii (a) Van der Corputovy sekvence (b) Haltonovy sekvence, dimensel, 2 (c) Faureho sekvence,
dimense 1 a 2, bdze 3 (d) Sobolova sekvence, dimense 1 a 2, baze 2 (e) Wozniakowskiho sekvence a (f)

Hammersleyho sekvence

3 Ovéreni ocenéni metodou QMC

Aplikacni ¢ast prispévku je zaméfena na ovéfeni moznosti vyuziti jednotlivych quasi-
nahodnych sekvenci pfi oceflovani finan¢nich opci. Na ptikladu evropské plain-vanilla call
opce na akcii bylo provedeno porovnani vysledkli ocenéni témito metodami: klasické metody
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MC (MC), QMC s vyuzitim Haltonovy (HS), Faureho (FS), Sobolovy (SS), Wozniakowskiho
(WS), Hammersleyho (HAMS) sekvence. U Haltonovy a Faureho sekvence bylo ocenéni
provedeno pro dimensi 1,2. Vysledky ocenéni pomoci MC a QMC metod byly porovnany
s analytickou cenou opce, ktera byla vypoc¢tena pomoci Black-Scholesovy formule.

Vstupni parametry pro ocenéni opce byly zvoleny takto:

o« I'=1

e R=90

o 020,1’

o« P=0

o S5=100
r:3,5%.

[ ]

Ocenéni pomoci simulacnich technik bylo provedeno pro rizny pocet simulaci od 1 000 do

1 000 000. Vypocty nebyly zaméfeny pouze na stanoveni cen opci, ale byly sledovany také

standardni chyby ceny opce a ¢as vypoctu. K vypoctu byl pouzit software Mathematica®

v.4.1, ve kterém byly naprogramovany algoritmy pro generovani quasi-ndhodnych sekvenci a

nasledné také moduly pro vypocteni cen opci a jejich smérodatnych chyb. Vypocet byl
proveden na pocitaci Intel Pentium 526 RAM, 2,39 GHz.

Pocet

. , MC HS FS SS WS HAMS
simulaci

1000 13,6226 13,4136 13,4133 13,4165 13,4594 13,3955

5000 13,2839 13,4323 13,4275 13,4269 13,4409 13,4252

10 000 13,3792 13,4314 13,4307 13,4289 13,4379 13,4296

50 000 13,4050 13,4341 13,4338 13,4340 13,4351 13,4330

100 000 13,4567 13,4342 13,4343 13,4342 13,4348 13,4388

500 000 13,4285 13,4344 13,4342 13,4343 13,4344 13,4342

1 000 000 13,4453 13,4343 13,4343 13,4343 13,4343 13,4343

Tab.c.1: Vysledky ocenéni pomoci zvolenych MC a OMC metod

Prvnim hodnoticim kritériem vhodnosti QMC pfi oceniovani finan¢nich opci bylo
porovnani cen opci. Pro vhodné porovnani byla rovnéz stanovena Black-Scholesova
analytickd cena’, kterd pro zadané vstupni parametry &ini 13,4343, a simulaéni cena
stanovend metodou MC podle postupu uvedeného v kap. 2.1. V Tab.1 jsou uvedeny vysledky
cen opci stanovenych pomoci zvolenych MC a QMC metod.

Z vysledkii uvedenych v Tab.1 je ziejmé, Ze vSechny zvolené metody zalozené na principu
quasi-ndhodnych cisel poskytuji lepsi vysledky, nez klasickd obecnd metoda MC. Vypoctené
ceny konverguji zietelné k analytické BS cené, pti 1 000 000 provedenych simulaci se od
analytické ceny vyrazngji neodchyluji’. P¥i 10 000 simulacich se cena opce stanovena pomoci
techniky MC odliSuje o 0,15 od analytické BS ceny, kdezto pti pouziti QMC technik je
odchylka mensi nez 0,05. Z vypocti 1 grafickych prezentaci je ziejma vysSi rychlost
konvergence QMC technik oproti metodé MC, coz potvrzuje obecné zavéry prezentované
v teoretické casti tohoto prispévku. Nejrychlejsi konvergence k analytické cené je mozno
vidét u metody FS, SS. Graficka prezentace vypoctenych vysledkt je pro jednotlivé sekvence
uvedena na Obr.3a-8a.

? Podrobngji o vypoétu Black-Scholesovy ceny napt. Arencibia a Gregor (2004) nebo Hull (2000).
3 Pfi vypoétu na 4 desetinna mista.

113




5. mezinarodni konference Finan¢ni fizeni podniku a finan¢nich instituci

Ostrava

VSB-TU Ostrava, Ekonomicka fakulta, katedra Financi 7.-8. zari 2005
Pocet
. , MC HS FS SS WS HAMS
simulaci
1000 0,307225 0,298035 0,296854 0,297250 0,299764 0,296648
5000 0,133094 0,133514 0,133470 0,133483 0,133773 0,133367
10 000 0,095125 0,094422 0,094455 0,094384 0,394578 0,094382
50 000 0,042243 0,042252 0,042250 0,042245 0,042264 0,042243
100 000 0,029917 0,029878 0,029878 0,029876 0,029883 0,029874
500 000 0,013348 0,013362 0,013361 0,013361 0,013362 0,013361
1000 000 0,009457 0,009448 0,009448 0,009448 0,009448 0,009448

Tab.c.2: Vysledky smérodatnych chyb vyslednych cen opci vypoctenych pomoci zvolenych MC a QMC metod

S cenami opci byly vypocteny také smérodatné chyby cen opci. Vysledky jsou uvedeny
v Tab.2 a graficky prezentovany v Pfiloze 1 na Obr.3b-8b. Z vysledkli je ziejmé, Ze
smérodatnd chyba klesd v zavislosti na zvySujicim se poctu simulaci u vSech pouzitych
metod. Pti 1 000 000 provedenych simulaci je chyba mensi nez 0,01.

Pocet MC HS FS SS WS HAMS
simulaci
1000] 0,032 0,437 0,625 1,188 0,094 0,125
5000 0.156 1,922 3,953 8,015 0,719 0640
10000] 0,265 4375 8,765 18.203 1,515 1,343
50 000] 1,453 22.594 53.438 118,203 8,297 7.469
100 000] 2,938 45,703 115054 | 266,546 17.266 15.688
500 000| 14,484 229.125 | 688.875 | 1572.610 | 92,125 84,578
1000 000] 28,344 467,797 | 1513.060 | 3428,090 | 187390 | 175,500

Tab.¢.3: Doba vypoctu pomoci vybranych MC a QOMC metod

Uspésnost pouziti jednotlivych metod nelze hodnotit pouze podle vypoétenych ceny a
smérodatnych chyb opci, dulezitou roli hraje také doba samotného vypoctu. Informace o dobé
vypoctu pro vybrané simula¢ni metody jsou uvedeny v Tab.3.

V Tab.3 je vidét, ze na Cas potiebny k vypoctu je nejméné narocna metoda MC, u vSech
QMC metod je doba vypoctu vyssi. Z vybranych QMC metod je nejméné ¢asové ndrocna
metoda HAMS a WS, kdy se doba vypoctu pohybuje okolo 3 minut pro 1 000 000 simulaci.
Ovsem pro stejny pocet simulaci je napt. doba vypocétu FS metodou jiz vice nez 25 minut a u
metody SS téméi hodina. Podle zjisténych dob vypoctu Ize konstatovat, ze Cas potfebny pro
vypocet roste v zavislosti na po¢tu simulaci linearn¢.

Z Casové analyzy je ziejmé, ze Casova naroCnost SS a FS je sice vykoupena velmi
kvalitnimi vysledky, ale u ostatnich QMC metod je casova naro¢nost mnohem mensi (cca 12-
15-krat mensi) a vysledky ocenéni i smérodatnych chyb nejsou diametralné odlisné.

Vzhledem k vysledklim ocenéni a ¢asové naro¢nosti se tak jevi jako vhodny kompromis
kvality, pfesnosti a rychlosti ziskani vysledku pouziti metody WS.

4 Ovéreni ocenéni metodou QMC

Simula¢ni metody, metody Monte-Carlo, jsou v poslednim obdobi Casto vyuzivanym
nastrojem feSeni riizné€ sloZitych finan¢nich problémi. Jejich uplatnéni je naptiklad pfi
oceniovani, spravé nebo hedgingu finan¢nich derivatl, predevS§im pak opci. Princip feSeni
ulohy pomoci metody Monte-Carlo je zalozen na mnohocetném opakovani nahodnych
pokusi. V praxi se Castéji vyuzivaji tzv. pseudondhodné pokusy, coz jsou ndhodné pokusy
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realizované s vyuZzitim poéitate. ReSeni metodou Monte-Carlo je spojeno s pomalou
konvergenci ke spravnému vysledku, proto byly navrzeny postupy urychlujici konvergenci.
Jednim z téchto postupt je modifikace metody Monte-Carlo do podoby Quasi-Monte-Carla,
kde pseudo-nahodna c¢isla jsou nahrazena ¢isly quasi-ndhodnymi.

Tento ptispevek byl vénovan popisu metodiky Quasi-Monte-Carlo a aplikaci této metody
pfi ocetlovani finan¢nich derivatl. Na ptikladu ocenéni evropské plain-vanilla call opce bylo
provedeno porovnani vysledkd s analytickou cenou stanovenou podle Black-Scholesovy
formule a obecnou metodou Monte-Carlo. Podrobné byly popsany vybrané Quasi-Monte-
Carlo sekvence (Haltonova, Faureho, Sobolova, Wozniakowskiho, Hammersleyho).

Z vysledkt ocenéni opci bylo zjiSténo, ze metody Quasi-Monte-Carlo poskytuji lepsi
vysledky ocenéni a rychleji konverguji k analytické Black-Scholesové cen€, nez obecnd
metoda Monte-Carlo. Ze zvolenych metod bylo nejlepSich vysledkd dosazeno u ocenéni
pomoci Sobolovy a Faureho sekvence. Velikost smérodatné chyby byla u metody Monte-
Carlo a vybranych metod Quasi-Monte-Carlo srovnatelna. Z hlediska ¢asové naroc¢nosti
metoda Monte-Carlo, ovSem vysledky ocenéni tento deficit nahrazuji. Jako vhodny
kompromis mezi dobou ocenéni a kvalitou dosazeného vysledku lze pro ocenéni doporucit
pouziti Wozniakowskiho sekvence.
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Summary

Verification of Quasi Monte Carlo option pricing method

The Monte-Carlo method is a powerful and flexible approach for providing numerical
solutions to a large of complex problems in many fields of science. In recent years the Monte-
Carlo method has been extensively used in computational finance and finance engineering.
This paper is focused on modification of the Monte-Carlo method known as Quasi-Monte-
Carlo approach. This method uses special deterministic sequences (quasi-sequences) rather
than pseudo- or random sequences as in the Monte-Carlo. These quasi-random sequences are
known as low-discrepancy sequences and have the property to be more evenly dispersed
throughout a unit cube. In this paper are discussed Halton, Faure, Wozniakowski,
Hammersley and Sobol quasi-random sequences. The theoretical aspects of the Quasi-Monte-
Carlo method are confirmed by evaluation of the European plain-vanilla call options. The
Qausi-Monte-Carlo results are compared with simple Monte-Carlo method and analytical
Black-Scholes results. The results are also graphically presented.
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Obr. 3: Klasicka metoda Monte-Carlo
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Obr. 6: Wozniakowskiho sekvence
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Obr. 7: Sobolova sekvence
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Obr. 8: Hammersleyho sekvence
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